
第 7 题
已知曲线 C 的方程为 x =

√
1− y2，直线 l 过点 (−1,−2)，且斜率

为 k. 若直线 l 与曲线 C 恰有两个不同的公共点，则 k 的取值范围
为（　　）

A.
(
3

4
, 1

]
B.

(
3

4
,+∞

)
C.

[
3

4
, 1

]
D. [3,+∞) x

y

P(−1,−2)

T(0,−1)

(1, 0)O

k = 3
4

k = 1
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第 7 题：几何示意

x

y

P(−1,−2)

T(0,−1)

(1, 0)O

k = 3
4

k = 1

蓝色曲线为右半圆．

k =
3

4
时相切，只

有一个公共点．
k = 1 时经过
(0,−1)、(1, 0)，有
两个公共点．
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第 7 题：参考答案与解析（1/3）
A
由 x =

√
1− y2，得 {

x2 + y2 = 1,

x ≥ 0.

故曲线 C 为单位圆的右半圆（含端点）.
由题意，直线 l 的方程为 y + 2 = k(x + 1)，即 y = kx + k − 2. 代入
x2 + y2 = 1，整理得

(k2 + 1)x2 + 2k(k − 2)x + (k − 2)2 − 1 = 0.
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第 7 题：参考答案与解析（2/3）
由于直线上每个横坐标唯一确定一个点，直线 l与曲线 C恰有两个
不同的公共点，等价于上述一元二次方程有两个不同的非负实根.
设两根为 x1, x2，则

∆ = [2k(k − 2)]2 − 4(k2 + 1)
[
(k − 2)2 − 1

]
= 4(4k − 3),

x1 + x2 =
2k(2− k)

k2 + 1
, x1x2 =

(k − 1)(k − 3)

k2 + 1
.

由判别式及韦达定理，得
∆ > 0,

x1 + x2 ≥ 0,

x1x2 ≥ 0

⇐⇒


4k − 3 > 0,

k(2− k) ≥ 0,

(k − 1)(k − 3) ≥ 0.
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第 7 题：参考答案与解析（3/3）
解得 3

4
< k ≤ 1，故选 A.

当 k = 1 时，直线经过 (0,−1) 和 (1, 0)，两点均属于曲线 C，故右
端点取到；当 k =

3

4
时，直线与圆相切，只有一个公共点，故左端

点不取.
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第 8 题
如图，四边形 ABCD 中，AB = BD = DA = 2

√
3，BC = CD = 2．

将 △ABD 沿 BD 折起，当二面角 A-BD-C 的值属于区间 [
π

3
,
2π

3
]

时，直线 AB 与 CD 间的距离的最大值是（ ）．

A. 6
√
13

13
B.

√
3

C. 6
√
183

61
D. 6

√
111

37

x

y

z

O A

B

D

C
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第 8 题：参考答案与解析（1/5）
答案：B．
取 BD 中点 O 为原点，OD 为 x 轴正半轴，OA 为 y 轴正半轴，建
立右手空间直角坐标系．固定 △ABD 在 xOy 平面内，让 C 绕 BD
转动．

x

y

z

O A

B

D

C
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第 8 题：参考答案与解析（2/5）
由题意，AO = 3，CO = 1．设 θ = ∠AOC，则

θ ∈
[
π

3
,
2π

3

]
.

不妨取 C 位于 z > 0 的一侧，则
A(0, 3, 0), B(−

√
3, 0, 0),

D(
√
3, 0, 0), C(0, cos θ, sin θ).

−→AB = (−
√
3,−3, 0),

−→CD = (
√
3,− cos θ,− sin θ),

−→BC = (
√
3, cos θ, sin θ).

8 / 44



第 8 题：参考答案与解析（3/5）
设公垂线的方向向量为 n = (u, v,w)．由

n ·
−→AB = 0, n ·

−→CD = 0,

得 {
−
√
3u − 3v = 0,√

3u − v cos θ − w sin θ = 0.

因 sin θ > 0，可取
n = (−

√
3 sin θ, sin θ,−3− cos θ).
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第 8 题：参考答案与解析（4/5）
将 −→BC 向公垂线方向投影，得

d =
|n ·

−→BC|
|n|

=
6 sin θ√

4 sin2 θ + (3 + cos θ)2

=
6√

4 +

(
3 + cos θ

sin θ

)2
.
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第 8 题：参考答案与解析（5/5）
由恒等式

4 sin2 θ + (3 + cos θ)2 = 12 sin2 θ + (1 + 3 cos θ)2,

得
d =

6√
12 +

(
1 + 3 cos θ

sin θ

)2
≤ 6√

12
=

√
3.

当 cos θ = −1

3
∈ [−1

2
,
1

2
] 时，分母取最小值 √

12，距离取最大值．
故 dmax =

√
3，选 B．

11 / 44



第 9 题
下列说法正确的是（ ）．

A. 若 P(A) > 0，P(B) > 0，则事件 A,B 相互独立与事件 A,B 互
斥不能同时成立

B. 事件 A 与事件 B 同时发生的概率一定比 A 与 B 中恰有一个
发生的概率小

C. 对立事件一定是互斥事件，互斥事件不一定是对立事件
D. 事件 A 与事件 B 中至少有一个发生的概率一定比 A 与 B 中
恰有一个发生的概率大
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第 9 题：参考答案与解析（1/2）
AC．
对于 A，因 P(A) > 0、P(B) > 0，若 A,B 相互独立，则
P(AB) = P(A)P(B) > 0，二者不互斥；若 A,B 互斥，则
P(AB) = 0 ̸= P(A)P(B)，二者不独立，故 A 正确．
对于 B，举反例：在等可能样本空间 Ω = {1, 2, 3, 4} 中，取
A = {1}，B = {1, 2}．则

P(AB) = 1

4
, P

(
(A ∩ B) ∪ (A ∩ B)

)
=

1

4
.

两种概率相等，不满足“一定比⋯⋯小”，故 B 错误．
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第 9 题：参考答案与解析（2/2）
对立事件一定互斥，但互斥事件不一定对立，故 C 正确．
当 A,B 互为对立事件时，“至少一个发生”与“恰有一个发生”为
同一事件，两者概率相等，故 D 错误．
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第 11 题
在空间直角坐标系 O-xyz 中，已知向量 u = (a, b, c)（abc ̸= 0）．经过点
P0(x0, y0, z0)，且法向量为 u 的平面方程为 a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0；
经过点 P0 且一个方向向量为 u 的直线 l 的方程为 x−x0

a = y−y0
b = z−z0

c . 根据以上
材料，下列说法正确的是（ ）．

A. 若直线 l 的方程为 x−1
2

= y−2
3

= z−3
4
，则 a = (2, 0,−1) 与直线 l 平行

B. 已知平面 α 的方程为 x− y+ z = 1，平面 β 的方程为 x+2y− z = 6，则两
平面所成角的正弦值为

√
7
3

C. 已知平面 α 的方程为 3x− 4y+ 5z = 7，则点 M(1, 1, 1) 到平面 α 的距离为
3
√
2

10

D. 已知平面 α 的方程为 3x+2y− z = 5，平面 β 的方程为 2x+ y+ z = 0，平
面 γ 的方程为 x − y + z = 0，α ∩ β = l，则直线 l 与平面 γ 的夹角的余弦
值为

√
105
15
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第 11 题：参考答案
BC．
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第 12 题
从 A,B,C,D,E 中随机选 3 个字母，则 A,B 都入选的概率为

．
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第 12 题：参考答案与解析
3

10
．从五个字母中选三个共有 10 个基本事件：

ABC,ABD,ABE,ACD,ACE,ADE,BCD,BCE,BDE,CDE.

其中 A,B 都入选的有 ABC,ABD,ABE，故所求概率为 3

10
．
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第 13 题
如图，在平行六面体 ABCD-A1B1C1D1 中，AB = 4，AD = 3，
AA1 = 5，∠BAD =

π

2
，∠BAA1 = ∠DAA1 =

π

3
，则 AC1 的长为

．

A B

CD

A1 B1

C1D1
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第 13 题：参考答案
√
85．
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第 14 题
设空间两个单位向量 −→OA = (m, n, 0)，−→OB = (0, n, p)（n > 0）与向
量 −→OC = (1, 1, 1) 的夹角都等于 π

3
，则 cos∠AOB = ．
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第 14 题：参考答案
4 +

√
15

8
．
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第 17 题
已知 A，B是圆 C：x2+ y2 = 4与 y轴的两个交点，且 A在 B上方．
（1） 若直线 l 过点 (√

2,
√
2
)，且与圆 C 相切，求 l 的方程．

（2） 已知斜率为 k 的直线 m 过点 (0, 1)，且与圆 C 交于 M(x1, y1)，
N(x2, y2) 两点，直线 AM，BN 相交于点 T(x0, y0)．
1O 证明：x1 + x2

x1x2
=

2

3
k；

2O 是否存在常数 t，使得 y0 − 2

y0 + 2
= t？若存在，请求出 t 的值；

若不存在，请说明理由．
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第 17 题：参考答案与解析（1/4）
(1)x + y − 2

√
2 = 0

(2) 证明见解析
分析：（1）由切线的性质求直线 l 的斜率，进而求出方程；（2）先
将直线 m 的方程代入圆的方程，利用韦达定理证明第（1）小问；
再利用直线 AM，BN 的斜率以及韦达定理的结论证明第（2）小问．
（1）点 P

(√
2,
√
2
) 的坐标满足 x2 + y2 = 4，所以 P 为圆 C 上一点．

圆 C 的圆心为 C(0, 0)，且 kCP = 1，所以直线 l 的斜率为
−1， ⋯⋯2 分
所以直线 l 的方程为 y −

√
2 = −

(
x −

√
2
)，即

x + y − 2
√
2 = 0． ⋯⋯4 分
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第 17 题：参考答案与解析（2/4）
（2）证明：由圆 C 可得 A(0, 2)，B(0,−2)．
1O 直线 m 的方程为 y = kx + 1．将其代入圆 C 的方程，得

x2 + (kx + 1)2 = 4,

即
(1 + k2)x2 + 2kx − 3 = 0.

由韦达定理，得

x1 + x2 = − 2k
1 + k2 , x1x2 = − 3

1 + k2 .

所以
x1 + x2

x1x2
=

2

3
k.

⋯⋯9 分
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第 17 题（2）：几何示意

x

y

m : y =
1
2
x +

1

C

A

B

M

N

T
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第 17 题：参考答案与解析（3/4）
2O 由 M,N 在直线 m 上，得 y1 = kx1 + 1，y2 = kx2 + 1．由于直线

m 与 y 轴交于 (0, 1)，故 x1x2 ̸= 0．直线 AM，BN 的斜率分别为
y1 − 2

x1
=

kx1 − 1

x1
,

y2 + 2

x2
=

kx2 + 3

x2
.

由于直线 AM 与 y 轴交于 A，故 T ̸= B，从而 y0 + 2 ̸= 0．由
T(x0, y0) 在直线 AM，BN 上，得

y0 − 2

y0 + 2
=

(y1 − 2)/x1
(y2 + 2)/x2

=
x2(kx1 − 1)

x1(kx2 + 3)
=

kx1x2 − x2
kx1x2 + 3x1

.
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第 17 题：参考答案与解析（4/4）
记 D = 1 + k2．由（i）中的韦达关系，

2kx1x2 − 3(x1 + x2) = 2k
(
− 3

D

)
− 3

(
−2k

D

)
= 0,

所以
3 (kx1x2 − x2) = kx1x2 + 3x1,

从而
y0 − 2

y0 + 2
=

1

3
.

⋯⋯13 分
所以 y0 − 2

y0 + 2
为定值，所求常数 t 存在． ⋯⋯14 分

且 t = 1

3
． ⋯⋯15 分
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第 18 题
现有正方形框架 ABCD、ABEF，边长均为 1，平面 ABCD⊥ 平面
ABEF，交线为 AB．动点 M 在对角线 AC 上、动点 N 在对角线
BF 上移动，满足 −→CM = λ

−→CA,−→BN = µ
−→BF，其中 λ, µ ∈ (0, 1)．

（1） 建立如图所示的空间直角坐标系，当
λ+ µ = 1 时，求 MN 的最小值，以及此
时 M,N 的坐标．

（2） 在 (1) 取到最小值的前提下：
1O 求平面 MNA 与平面 MNB 的夹角余
弦值．
2O 过点 N 作直线 l ∥ AC，探究直线 l 上
是否存在点 P，使得 MP⊥ 平面 MNA，
若存在求出 −→NP，不存在说明理由．

x

y

z

A

C

D

E
F

B (O)M

N
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第 18 题：参考答案与解析（1/6）
（1）在题图所示的空间直角坐标系中：

x

y

z

A

C

D

E
F

B (O)M

N

原点 O 与 B 重合，−→BA,−→BE,−→BC 分别沿 x 轴、y 轴、z 轴正方向，则
B(0, 0, 0), A(1, 0, 0), E(0, 1, 0),
F(1, 1, 0), C(0, 0, 1), D(1, 0, 1).
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第 18 题：参考答案与解析（2/6）
设 M(x, y, z)．因为 −→CM = λ

−→CA，所以 (x, y, z − 1) = λ(1, 0,−1)，即
M(λ, 0, 1− λ)．
同理，−→BN = µ

−→BF，得 N(µ, µ, 0)．
由 λ+ µ = 1，得 N(1− λ, 1− λ, 0)． ⋯⋯2 分
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第 18 题：参考答案与解析（3/6）
−→MN = (1− 2λ, 1− λ, λ− 1)，

MN2 = (1− 2λ)2 + 2(1− λ)2

= 6λ2 − 8λ+ 3

= 6

(
λ− 2

3

)2

+
1

3
.

⋯⋯4 分
因为 λ ∈ (0, 1)，当 λ =

2

3
时取得最小值，故 MNmin =

√
3

3
．此时

M
(
2

3
, 0,

1

3

)
,N

(
1

3
,
1

3
, 0

)
． ⋯⋯6 分
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第 18 题：参考答案与解析（4/6）
（2） 1O 由（1）得

−→AM =

(
−1

3
, 0,

1

3

)
,

−→AN =

(
−2

3
,
1

3
, 0

)
.

平面 MNA 的一个法向量为 n1 = (−1,−2,−1)．又
−→BM =

(
2

3
, 0,

1

3

)
,

−→BN =

(
1

3
,
1

3
, 0

)
,

所以平面 MNB 的一个法向量为 n2 = (−1, 1, 2)． ⋯⋯8 分

cos θ =
|n1 · n2|
|n1| |n2|

=
3√

6 ·
√
6
=

1

2
.

所以平面 MNA 与平面 MNB 的夹角余弦值为 1

2
． ⋯⋯11 分33 / 44



第 18 题：参考答案与解析（5/6）
2O 因为 l ∥ AC，且 −→AC = (−1, 0, 1)，设

−→NP = t(−1, 0, 1), P
(
1

3
− t, 1

3
, t
)
.

于是 −→MP =
(
−t − 1

3
, 1
3
, t − 1

3

)． ⋯⋯13 分
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第 18 题：参考答案与解析（6/6）
若 MP ⊥ 平面 MNA，则 −→MP ∥ n1．设 −→MP = kn1，则

−t − 1

3
= −k,

1

3
= −2k,

t − 1

3
= −k.

⋯⋯15 分
由第二式得 k = −1

6
，代入第一式得 t = −1

2
，代入第三式得 t = 1

2
，

矛盾．故直线 l 上不存在满足条件的点 P． ⋯⋯17 分
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第 19 题
已知圆 Γ : x2 + y2 = 25，圆 ω : (x − 3)2 + y2 = 64

25
，圆心分别为

O, I．点 A 为圆 Γ 上的动点，过 A 作圆 ω 的两条切线，分别与圆
Γ 再交于 B,C．

（1） 当 A(5, 0) 时，求直线 AB,AC 的方程．
（2） 射线 AI 与圆 Γ 再交于点 D．证明 DB,DC,DI 三条线段等长．
（3） 证明：无论点 A 在圆 Γ 上如何运动，直线 BC 始终与圆 ω 相

切．
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第 19 题（1）：切线方程

x

y

A

B

C

O I

Γ

ω

A(5, 0)，I(3, 0)，圆 ω 的半径为 8

5
．
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第 19 题（1）：参考答案与解析
（1）圆 ω 的圆心为 I(3, 0)，半径为 8

5
．直线 x = 5 不与圆 ω 相切，

可设切线为 y = k(x − 5)．由圆心到切线的距离等于半径，得
2|k|√
k2 + 1

=
8

5
=⇒ k = ±4

3
.

⋯⋯2 分
故直线 AB,AC 的方程分别为 4x − 3y − 20 = 0 与 4x + 3y − 20 = 0
（两者可交换）． ⋯⋯4 分
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第 19 题（2）：连接 AQ、PD

x

y

P
Q

A

B

C

D
O I

Γ

ω

P(−5, 0)，Q(5, 0)；比较 △IAQ 与 △IPD．
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第 19 题（2）：利用相似三角形
（2）取 P(−5, 0),Q(5, 0)．当 A 不在 x 轴上时，由 △IAQ ∼ △IPD，
得 AI · ID = IP · IQ = 8× 2 = 16； ⋯⋯7 分
当 A 在 x 轴上时，该等式也成立．由于 I 在圆 Γ 内，A, I,D 依次
排列．
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第 19 题（2）：标出切点，连接半径

x

y

T

U

A

B

C

D
O I

Γ

ω

T,U 为切点，IT ⊥ AB，IU ⊥ AC；连接 DB,DC．
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第 19 题（2）：证明 DB=DC=DI
设圆 ω 与 AB,AC 分别相切于 T,U．因 OI + 8

5
< 5，圆 ω 完全位

于圆 Γ 内，故 T,U 分别在线段 AB,AC 上．由切线性质，AI 平分
∠BAC．记 α = ∠BAD = ∠DAC，则 sinα =

IT
AI =

8

5AI．在三角形
ABD 中，由正弦定理，得

DB = 10 sinα =
16

AI = DI.

⋯⋯9 分
同理，DC = DI，故 DB = DC = DI． ⋯⋯10 分
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第 19 题（3）：引入辅助圆

x

y

Σ

A

B

C

D
O I

Γ

ω

圆 Σ 以 D 为圆心、DI 为半径；BC 为两圆的公共弦．
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第 19 题（3）：参考答案与解析
（3）由第（2）问，B,C 同在圆 Γ 和以 D 为圆心、DI 为半径的圆 Σ
上．
设 D(p, q)．由 D ∈ Γ，得 p2 + q2 = 25，且 DI2 = 34− 6p．故圆 Σ
的方程为

(x − p)2 + (y − q)2 = 34− 6p.
⋯⋯12 分

将它与 x2 + y2 = 25 相减，得公共弦 BC 所在直线的方程为
px + qy = 8 + 3p．点 I(3, 0) 到该直线的距离为
|3p − (8 + 3p)|√

p2 + q2
=

8

5
． ⋯⋯15 分

此距离等于圆 ω 的半径，故直线 BC 始终与圆 ω 相切．⋯⋯17 分
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