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1 球面被一个大圆与一个小圆分割后的四块面积
1.1 题目
设球面半径为 R，球心为 O. 取过球心的平面

P : z = 0,

它与球面交成一个大圆. 再取不过球心的平面

Q : v · r = h,

其中 v 是平面 Q 的单位法向量，r 是球面上一点的位置向量，且 0 < h < R.
令 v 与 z-轴的夹角为 θ. 通过绕 z-轴旋转坐标，可以不失一般性地取

v = (sin θ, 0, cos θ).

记
d =

h

R
, s = sin θ, c = cos θ.

两个截圆在球面上相交的条件为
h < R sin θ,

也就是
d < s.

我们要求四块区域的面积：

{z ≥ 0, v · r ≥ h}, {z ≥ 0, v · r < h},

{z < 0, v · r ≥ h}, {z < 0, v · r < h}.

1.2 解答
先在单位球面上计算，最后整体乘以 R2. 记

A++ = Area{z ≥ 0, v · r ≥ d}

为单位球面上的对应面积.
则

A++ = 2π(1− d) + 2d arccos
(

dc

s
√
1− d2

)
− 2 atan2

(√
s2 − d2, c

)
.

这里 atan2(Y,X) 表示点 (X,Y ) 的极角. 因为

Y =
√
s2 − d2 > 0,
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Q : v · r = h
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图 1: 大圆 P 与小圆 Q 在球面上相交于两点 A,B. 蓝色曲线表示过球心的大圆，红色曲线表示不过球心的倾斜
小圆；两条截圆把球面分成四块.

这个写法可以同时处理 c > 0、c = 0、c < 0 三种情形.
因此半径为 R 的球面上有

S++ = Area{z ≥ 0, v · r ≥ h}

= R2

[
2π(1− d) + 2d arccos

(
d cos θ

sin θ
√
1− d2

)
− 2 atan2

(√
sin2 θ − d2, cos θ

)]
.

其余三块由总面积关系得到. 上半球面积为
2πR2,

小圆截出的球冠面积为
2πR2(1− d).

因此
S+− = Area{z ≥ 0, v · r < h} = 2πR2 − S++,

S−+ = Area{z < 0, v · r ≥ h} = 2πR2(1− d)− S++,

S−− = Area{z < 0, v · r < h}

= 4πR2 − S++ − S+− − S−+.

1.3 推导说明
下面推导 A++. 其余三块只需要用上半球面积和球冠面积相减.
取

u = v, e1 = (cos θ, 0,− sin θ), e2 = (0, 1, 0).

则 u, e1, e2 是一组正交单位向量. 单位球面上满足 v · r ≥ d 的球冠可以写成

r = tu+
√
1− t2(cosϕ e1 + sinϕ e2), d ≤ t ≤ 1, 0 ≤ ϕ < 2π.

这里 t = v · r，所以 t = d 是小圆边界，t = 1 是球冠顶点. 这个参数化的面积元为

dA = dϕ dt.

现在加入上半球条件 z ≥ 0. 由上式中 r 的第三个坐标可得

z = t cos θ −
√

1− t2 sin θ cosϕ.

因此
z ≥ 0 ⇐⇒ cosϕ ≤ t cos θ

sin θ
√
1− t2

.
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令
q(t) =

tc

s
√
1− t2

.

由于 d < s，小圆与大圆相交；当 d ≤ t < s 时有 |q(t)| < 1. 于是对固定的 t，满足条件的 ϕ 的长度为

L(t) = 2π − 2 arccos q(t), d ≤ t < s.

当 t ≥ s 时，需要按 c = cos θ 的符号理解：若 c > 0，整个纬圈都在上半球中；若 c < 0，整个纬圈都在下半球
中；若 c = 0，只有 t = s = 1 的退化端点，不影响面积.
因此

A++ =

∫ s

d

(2π − 2 arccos q(t)) dt+

2π(1− s), c > 0,

0, c < 0.

计算这个积分时使用原函数 ∫
arccos q(t) dt = t arccos q(t)− atan2

(√
s2 − t2, c

)
.

把上下限 d, s 代入，上面的分段端点项会合并为同一个表达式：

A++ = 2π(1− d) + 2d arccos
(

dc

s
√
1− d2

)
− 2 atan2

(√
s2 − d2, c

)
.

这就是前面使用的公式.
如果直接用通常的球坐标

r = (sinφ cosψ, sinφ sinψ, cosφ),

其中上半球条件为
0 ≤ φ ≤ π

2
.

小圆球冠条件为
v · r ≥ d.

也就是
s sinφ cosψ + c cosφ ≥ d.

也可以得到同一结果，但积分区域的边界不如上面的 t, ϕ 参数清楚.
需要注意的是，如果只给两个平面的夹角 α，还不完全够. 平面夹角只决定 sin θ，但上半球中的面积还依赖

cos θ 的符号. 把 v 关于赤道反射时，上下两块面积会互换.

2 圆周上用占两格与占一格的小方块铺满的无标号圆排列计数
2.1 题目
有 M 个单位空位围成一圈. 使用 n 个占连续两格的小方块，记为 D；使用 M − 2n 个占一格的小方块，记

为 S. 要求
0 ≤ n ≤

⌊
M

2

⌋
.

把每个 D 与每个 S 都看成一个块. 总块数为

N = n+ (M − 2n) =M − n.

于是原问题等价于：把 n 个相同的 D 和 N − n =M − 2n 个相同的 S 排成圆圈，旋转相同视为同一种.
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D

S

压缩

D
S

D

SD

S

S

N = 7

图 2: 例如 M = 10, n = 3 时，三个占两格块 D 与四个占一格块 S 可压缩成 N = M − n = 7 个块的二元圆排
列. 旋转相同的排列只计一次.

2.2 解答
如果镜像反射不合并，只按旋转取等价类，则答案为

1

N

∑
d|gcd(N,n)

φ(d)

(
N/d

n/d

)
.

代入 N =M − n，得到
1

M − n

∑
d|gcd(M−n,n)

φ(d)

(
(M − n)/d

n/d

)
.

其中 φ 是欧拉函数.

2.3 为什么是这个公式
考虑长度为 N 的圆排列.旋转群共有 N 个元素.若一个旋转的循环分解有 g 个循环，每个循环长度为 N/g，

那么被它固定的二元串必须在每个循环上取同一个符号.
若固定串中一共有 n 个 D，则每选中一个循环放 D，会贡献 N/g 个 D. 因此必须有

N

g
| n.

令
d =

N

g
,

则 d | gcd(N,n). 此时循环数为 N/d，其中要选出 n/d 个循环放 D，所以固定排列数为(
N/d

n/d

)
.

具有这种循环长度参数 d 的旋转共有 φ(d) 个. 对所有旋转取平均，得到
1

N

∑
d|gcd(N,n)

φ(d)

(
N/d

n/d

)
.

特殊情形也吻合直觉. 若 n = 0，只有 S，答案为 1. 若 M = 2n，只有 D，答案也为 1.
如果镜像反射也视为相同，则需要改用二面体群，也就是手镯计数. 此时除了旋转固定项，还要加入反射固

定项，公式会按照 N 的奇偶性分类.

3 有限和、母函数与一维铺砖
3.1 题目
设 n 为非负整数，定义

Pn(x) =

∞∑
i=0

(
n− i

i

)
xi.
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由于当 2i > n 时 (
n− i

i

)
= 0,

所以这个无穷和实际上是有限和：
Pn(x) =

⌊n/2⌋∑
i=0

(
n− i

i

)
xi.

3.2 组合意义
组合意义如下：用占一格的小方块 S 与占两格的小方块 D 铺满长度为 n 的线段. 每使用一个 D，赋予权

重 x. 那么 Pn(x) 就是所有铺法的总权重生成函数.
如果使用 i 个 D，它们占去 2i 格，还需要 n− 2i 个 S. 总块数为

i+ (n− 2i) = n− i.

在这 n− i 个块中选出 i 个位置放 D，排列数为 (
n− i

i

)
.

因此对应权重为 (
n− i

i

)
xi.

3.3 递推关系
按最后一块分类.
若最后一块是 S，前面需要铺满长度 n− 1，贡献为

Pn−1(x).

若最后一块是 D，前面需要铺满长度 n− 2，并且额外得到一个权重 x，贡献为

xPn−2(x).

所以
Pn(x) = Pn−1(x) + xPn−2(x),

初值为
P0(x) = 1, P1(x) = 1.

3.4 闭式表达
递推的特征方程为

λ2 = λ+ x,

也就是
λ2 − λ− x = 0.

其两根为
λ± =

1±
√
1 + 4x

2
.

因此
Pn(x) =

λn+1
+ − λn+1

−
λ+ − λ−

.
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写开就是

Pn(x) =

(
1+

√
1+4x
2

)n+1

−
(

1−
√
1+4x
2

)n+1

√
1 + 4x

.

当 x = − 1
4 时，两根重合. 取极限可得

Pn

(
−1

4

)
=
n+ 1

2n
.

3.5 普通母函数
设

G(t) =
∑
n≥0

Pn(x)t
n.

由递推
Pn(x) = Pn−1(x) + xPn−2(x)

得到
G(t)− P0(x)− P1(x)t = t

(
G(t)− P0(x)

)
+ xt2G(t).

代入
P0(x) = 1, P1(x) = 1,

可得
G(t)− 1− t = t(G(t)− 1) + xt2G(t).

整理为
G(t)(1− t− xt2) = 1.

因此 ∑
n≥0

Pn(x)t
n =

1

1− t− xt2
.

3.6 与斐波那契多项式的关系
若定义斐波那契多项式

F0(x) = 0, F1(x) = 1,

并令
Fn(x) = Fn−1(x) + xFn−2(x),

则
Pn(x) = Fn+1(x).

特别地，当 x = 1 时，
Pn(1) = Fn+1,

这里右侧就是通常的斐波那契数列.
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