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第 1 讲例 1
已知 k > a > b > c > 0, 求证:

k2 − (a + b + c)k + (ab + bc + ca) > 0. (1)



第 1 讲例 2
已知 a2 + b2 + c2 + d2 = 1 ，求证：

(a + b)4 + (a + c)4 + (a + d)4 + (b + c)4 + (b + d)4 + (c + d)4 ⩽ 6. (3)



第 1 讲例 3
证明柯西不等式

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 ⩽

(
a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n
) (

b21 + b22 + · · ·+ b2n
)
. (5)



第 1 讲例 4
设 △A1A2A3 与 △B1B2B3 的边长分别为 a1, a2, a3 与 b1, b2, b3 ，面积分别为
△1,△2 . 又记

H = a2
1

(
−b21 + b22 + b23

)
+ a2

2

(
b21 − b22 + b23

)
+ a2

3

(
b21 + b22 − b23

)
.

则对于 λ ∈
{

b21
a2
1
,

b22
a2
2
,

b23
a2
3

}
,

H ⩾ 8

(
λ△2

1 +
1

λ
△2

2

)
. (7)



第 1 讲例 5
方程 x3 + ax2 + bx + c = 0 的三个根 α, β, γ 均为实数，a2 = 2b + 2 . 证明

| a − c |⩽ 2. (9)



第 1 讲例 6
△ABC 的边长为 a, b, c，周长为 2. 求证

a2 + b2 + c2 + 2abc < 2. (11)



第 1 讲例 7
证明 a2 + b2 + c2 ⩾ ab + bc + ca .



第 1 讲例 8
A,B,C 为 △ABC 的内角. 求证对任意实数 x, y, z,

x2 + y2 + z2 − 2xy cos C − 2yz cos A − 2zx cos B ⩾ 0. (14)

= (x2 − 2xy cos C − 2zx cos B) + y2 + z2 − 2yz cos A
= (x − y cos C − z cos B)2 + y2 sin2 C + z2 sin2 B − 2yz cos A−
2yz cos B cos C
= (x − y cos C − z cos B)2 + (y sin C − z sin B)2.

(15)



第 1 讲例 9
λ, µ, ν 为任意实数, a, b, c 为 △ABC 的边, △ 为这三角形的面积, 证明(

λa2 + µb2 + νc2
)2 ⩾ 16(µν + νλ+ λµ)△2, (18)

当且仅当 λ : µ : ν = (b2 + c2 − a2) : (c2 + a2 − b2) : (a2 + b2 − c2) 时等号成立.



第 1 讲例 10
a, b, c 为正实数, 求证

aabbcc ⩾ (abc) a+b+c
3 . (20)



第 1 讲例 11
设 a, b, c 是 △ABC 的三条边, m > 0, 求证

a
a + m +

b
b + m >

c
c + m . (23)



第 1 讲例 12
已知 x1, x2, x3, x4, y1, y2 满足

y2 ⩾ y1 ⩾ x4 ⩾ x3 ⩾ x2 ⩾ x1 ⩾ 2, (25)

x1 + x2 + x3 + x4 ⩾ y1 + y2, (26)



第 1 讲例 13
证明在 △ABC 中，

sin A + sin B + sin C ⩽ 3
√
3

2
. (32)



第 2 讲例 1
设有两个有序数组 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an 及 b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn .



第 2 讲例 2
设 a1, a2, · · · , an 为互不相等的自然数, 求证:

a2
1 +

a2
2

2
+

a2
3

3
+ · · ·+ a2

n
n ⩾ a1 + a2 + · · ·+ an. (1)



第 2 讲例 3
设 a, b, c 为正数, 证明:

a
b + c +

b
c + a +

c
a + b ⩾ 3

2
. (4)



第 2 讲例 4
设 s, t 为正数, n 为自然数. 证明:

sn+1 + ntn+1 ⩾ (n + 1)tns. (7)



第 2 讲例 5
设 p1 ⩽ p2 ⩽ · · · ⩽ pn . 求 x1 ⩾ x2 ⩾ · · · ⩾ xn ，使得 “距离”
d = (p1 − x1)2 + (p2 − x2)2 + · · ·+ (pn − xn)

2 为最小.



第 2 讲例 6
如果 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an, b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn ，那么

n
n∑

i=1

aibi ⩾
∑

ai ·
∑

bi, (13)

它称为契比雪夫 (P. Y. Chebyshev, 1821—1894) 不等式. 在 {ai} 或 {bi} 中恰
有一个改为相反的顺序时,(13) 的 “⩾” 也改为 “⩽”.
算术-几何平均不等式也是经常使用的不等式 (简称为 A-G 不等式):
设 a1, a2, · · · , an 为非负实数，则

a1 + a2 + · · ·+ an

n ⩾ n
√a1a2 · · · an. (14)

n = 2 或 3 的情况, 在中学里尤为常见.



第 2 讲例 7
设 a1, a2, · · · , an+1 为非负实数，求证

n
(a1+a2+···+an

n − n
√a1a2 · · · an

)
⩽ (n + 1)

(a1+a2+···+an+1

n+1
− n+1

√a1a2 · · · an+1

)
.

(15)



第 2 讲例 8
a, b, c 都是正数. 证明

abc ⩾ (a + b − c)(b + c − a)(c + a − b). (16)



第 2 讲例 9
已知 a, a′ 为正，并且行列式∣∣∣∣ a b

b c

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a′ b′
b′ c′

∣∣∣∣ ⩾ 0, (20)

求证行列式
∣∣∣∣a − a′ b − b′
b − b′ c − c′

∣∣∣∣ ⩽ 0, (21)

这里行列式
∣∣∣∣ a b

b c

∣∣∣∣ 即表达式 ac − b2



第 2 讲例 10
设 xi ⩾ 1(i = 1, 2, · · · , n) . 证明樊畴 (1914—2010) 不等式∏

(xi − 1)

(
∑

(xi − 1))n ⩽
∏

xi

(
∑

xi)
n . (24)

这里 ∏ 是连乘符号，∏
xi = x1x2 · · · xn



第 2 讲例 11
设 ai > 0(i = 1, 2, · · · , n) ，并且

a1 + a2 + · · ·+ an = 1, (30)
求证：

n∑
i=1

(
ai +

1

ai

)2

⩾ (n2 + 1)2

n . (31)



第 2 讲例 12
设 l1x1 + l2x2 + · · ·+ lnxn = 1 ，这里 l1, l2, · · · , ln 为已知数。求
x21 + x22 + · · ·+ x2n 的最小值。



第 2 讲例 13
证明关于两个三角形的匹窦不等式

a2(b21 + c21 − a2
1) + b2(c21 + a2

1 − b21) + c2(a2
1 + b21 − c21) ⩾ 16△△1, (37)

这里 a, b, c,△ 及 a1, b1, c1,△1 分别为两个三角形的边长与面积.



第 2 讲例 14
设 n ⩾ 2, x1, x2, · · · , xn 为正数，并且∑

xi = 1, (38)

求证 ∑ xi√
1−xi

⩾
∑√xi√

n−1
. (39)



第 2 讲例 15
正数 x, y, z 满足 x2 + y2 + z2 = 1 ，求 x

1−x2 +
y

1−y2 +
z

1−z2 的最小值.



第 2 讲例 16
设 a1, a2, · · · , an 为 n 个正数，σk 为 a1, a2, · · · , an 的初等对称多项式（见第
15 讲 (14))，pk =

σk
Ck

n
. 证明

p1 ⩾ p
1
2
2 ⩾ p

1
3
3 ⩾ · · · ⩾ p

1
nn , (46)

当且仅当 a1 = a2 = · · · = an 时，等号成立.



第 3 讲例 1
设 c, d 为正数, 并且

c + d ⩽ a, (1)

c + d ⩽ b, (2)



第 3 讲例 2
已知 a + b + c > 0, ax2 + bx + c = 0 有实数根. 证明

max{a, b, c} ⩾ 4(a + b + c)
9

. (4)



第 3 讲例 3
已知 a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an ,

n∑
i=1

bi = 0,
n∑

i=1

|bi| = 1, (9)

求证 |
∑n

i=1 aibi| ⩽ 1
2
(a1 − an). (10)



第 3 讲例 4
设 a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an ⩾ 0,Bk =

∑k
i=1 bi （约定 B0 = 0 ），并且

B′ ⩽ Bk ⩽ B(k = 1, 2, . . . , n).
试证明阿贝尔不等式

a1B′ ⩽
n∑

i=1

aibi ⩽ a1B. (14)



第 3 讲例 5
设 a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an ⩾ 0, b1 ⩾ a1, b1b2 ⩾ a1a2, · · · , b1b2 · · · bn ⩾ a1a2 · · · an.



第 3 讲例 6
设 a + b + c > 0, ab + bc + ca > 0, abc > 0. 求证: a > 0, b > 0, c > 0.



第 3 讲例 7
设 x2 + y2 ⩽ 1 ，求证：

| x2 + 2xy − y2 |⩽
√
2. (20)



第 3 讲例 8
设 x1, x2, · · · , xn(n ⩾ 2) 均为正数，求证：

x21
x21 + x2x3

+
x22

x22 + x3x4
+ · · ·+

x2n−1

x2n−1 + xnx1
+

x2n
x2n + x1x2

⩽ n − 1. (24)



第 3 讲例 9
设 x1, x2, · · · , xn 为非负实数，

x =
1

n (x1 + x2 + · · ·+ xn) , (29)

y =

√
1

n (x21 + x22 + · · ·+ x2n).

求证：
1
n [(x − x1)2 + · · ·+ (x − xn)

2]

⩽
√

1
2n

[
(x21 − y2)2 + · · ·+ (x2n − y2)2

]
.

(30)



第 3 讲例 10
设 a ⩽ ai ⩽ A, b ⩽ bi ⩽ B(i = 1, 2, · · · , n) , a, b 均为正数，则(

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n
) (

b21 + b22 + · · ·+ b2n
)

⩽ (a1b1 + · · ·+ anbn)
2 ·


√

AB
ab +

√
ab
AB

2

2

. (32)



第 3 讲例 11
设 0 < b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn, 0 < ai(i = 1, 2, · · · , n) 并且 ∑

ai = 1 . 则有康托罗
维奇 (L. V. Kantorovich, 1912—1986) 不等式

∑
aibi ·

∑ ai

bi
⩽ (b1 + bn)

2

4b1bn
. (35)



第 3 讲例 12
已知在 |x| ⩽ 1 时，|ax2 + bx + c| ⩽ 1. 证明：在 |x| ⩽ 1 时，

| 2ax + b |⩽ 4. (36)



第 3 讲例 13
设函数 f(x) 在 (a, b) 上为凸函数. 证明对任意的整数 n ⩾ 2 及 (a, b) 中任意
n 个数 x1, x2, · · · , xn ，均有

f
(

x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
⩽ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n . (39)



第 4 讲例 1
设

an = 4− 1

4− 1

4− 1

...4− 1
4︸ ︷︷ ︸

共n个4

(n = 1, 2, . . . ),



第 4 讲例 2
a1 = 2, an+1 =

an
2
+ 1

an
(n = 1, 2, · · · ) ，求证：

√
2 < an <

√
2 +

1

n . (1)



第 4 讲例 3
（a）设正数 a1, a2, a3 满足

(a2
1 + a2

2 + a2
3)

2 > 2(a4
1 + a4

2 + a4
3), (2)

求证: a1, a2, a3 一定是某个三角形的三条边长.
2. 设正数 a1, a2, · · · , an 满足(

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n
)2

> (n − 1)
(
a4
1 + a4

2 + · · ·+ a4
n
)
, (3)

其中 n ⩾ 3 . 求证: 这 n 个数中的任意三个均可作为某个三角形的边长.



第 4 讲例 4
设 a > 0，则 √

a +

√
2a +

√
3a + · · ·+

√
na <

√
a + 1. (7)



第 4 讲例 5
已知 a0 =

1
2
, ak+1 = ak +

1
na2

k(1 ⩽ k ⩽ n) ，证明

1− 1

n < an < 1. (9)



第 4 讲例 6
设 x 为正数, [x] 表示 x 的整数部分. 证明:

[x] + [2x]
2

+ · · ·+ [nx]
n ⩽ [nx]. (12)



第 4 讲例 7
已知数列 {rn} 满足 r1 = 2, rn = r1r2 · · · rn−1 + 1(n = 2, 3, · · · ) ，自然数
a1, a2, · · · , an 满足

1

a1

+
1

a2

+ · · ·+ 1

an
< 1, (16)

求证： 1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

⩽ 1
r1 +

1
r2 + · · ·+ 1

rn
. (17)



第 4 讲例 8
a1, a2, · · · , an 为两两不等的自然数，并且所有的差 |ai − aj| (1 ⩽ i < j ⩽ n)
互不相等. 证明

n∑
i=1

ai ⩾
1

6
n(n2 + 5). (21)



第 4 讲例 9
求 c 的最小值, 使得

√x1 +
√x2 + · · ·+

√xn ⩽ c
√

x1 + x2 + · · ·+ xn (23)
对一切满足 x1 + x2 + · · ·+ xi ⩽ xi+1(i = 1, 2, · · · , n − 1) 的正数 x1, x2, · · · , xn
均成立.



第 4 讲例 10
证明: 对一切自然数 n,

1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
< 2. (24)



第 4 讲例 11
b1 = 100, bn+1 = 100bn(n = 1, 2, · · · ) . a1 = 3, an+1 = 3an(n = 1, 2, · · · ) . 求满
足 bm > a100 的最小正整数 m.



第 4 讲例 12
在 △ABC 中, ∠C = 90◦ . P1,P2, · · · ,Pn 是这三角形中任意给定的点. 证明
可以将这 n 个点重新编号, 使得

P1P2
2 + P2P2

3 + · · ·+ Pn−1P2
n ⩽ AB2. (28)



第 4 讲例 13
设 x1, x2, · · · 为正实数，并且

xn
n =

n−1∑
j=0

xj
n, n = 1, 2, 3, . . . , (33)



第 5 讲例 1
求 sin x

2
+ 2

sin x(x ∈ (0, π)) 的最小值.



第 5 讲例 2
证明: 在 x > −1 时, 对于 0 < α < 1 , 有

(1 + x)α ⩽ 1 + αx, (1)
而在 α < 0 或 α > 1 时，(1) 中不等号反向（贝努里不等式）.



第 5 讲例 3
已知 x, y, z ∈ R+ . 求证:

xyz
(1 + 5x)(4x + 3y)(5y + 6z)(z + 18)

⩽ 1

5120
. (4)



第 5 讲例 4
已知数列 {an} 满足条件

a1 =
21

16
, (7)

2an − 3an−1 =
3

2n+1
, n ⩾ 2. (8)

设 m 为正整数, m ⩾ 2 . 证明: 当 n ⩽ m 时,(
an +

3

2n+3

) 1
m
[

m −
(
2

3

) n(m−1)
m

]
<

m2 − 1

m − n + 1
. (9)

(2005 年中国数学奥林匹克试题, 朱华伟提供)



第 5 讲例 5
已知 a, b 为正数, 并且

a + b = 2, (14)
求证: 在 n > 1 时,

an + bn ⩾ 2. (15)



第 5 讲例 6
已知 a, b, c 为非负实数，且 a + b + c = 1 . 求证：

(1− a2)2 + (1− b2)2 + (1− c2)2 ⩾ 2.



第 5 讲例 7
已知 x, y, z ∈ R+ ，且 xyz = 1。求证：

1√
1 + x

+
1√
1 + y +

1√
1 + z

⩽ 3
√
2

2
. (16)



第 5 讲例 8
已知 x, y, z ∈ R+ ∪ {0} , 且 x + y + z = 1 . 求证:∑(

20

15− 9x2 − 9x2
)

⩽ 9

7
.



第 5 讲例 9
给定正整数 n. 求最小的正数 λ，使对任何 θi ∈

(
0, π

2

)
(i = 1, 2, · · · , n)，只要

tan θ1 · tan θ2 · · · · · tan θn = 2
n
2 , (17)

就有

cos θ1 + cos θ2 + · · ·+ cos θn ⩽ λ. (18)
(2003 年 CMO 试题, 黄玉民提供)



第 5 讲例 10
设 a, b ∈ (0, 1) . 证明：

aa + bb ⩾ ab + ba. (20)
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