
不等式

LeyuDame

2026 年 6 月 7 日



目录

第 1 讲不等式与恒等式、二次形式与调整

第 2 讲重要不等式及其应用

第 3 讲不等式综合技巧

第 4 讲归纳法与不等式

第 5 讲导数与不等式



第 1 讲例 1
已知 k > a > b > c > 0, 求证:

k2 − (a + b + c)k + (ab + bc + ca) > 0. (1)



第 1 讲例 1 解答
已知条件告诉我们 k − a > 0, k − b > 0, k − c > 0 . 而 (1) 的左边使我们想到 (以
a, b, c 为根的) 三次方程的韦达定理 (或 a, b, c 的初等对称函数). 于是有

0 < (k − a)(k − b)(k − c)
= k3 − (a + b + c)k2 + (ab + bc + ca)k − abc
< k3 − (a + b + c)k2 + (ab + bc + ca)k.

从而 (1) 式成立.



第 1 讲例 2
已知 a2 + b2 + c2 + d2 = 1 ，求证：

(a + b)4 + (a + c)4 + (a + d)4 + (b + c)4 + (b + d)4 + (c + d)4 ⩽ 6. (3)



第 1 讲例 2 解答
已知条件表明四次式 (a2 + b2 + c2 + d2)2 等于 1.(3) 式的左端也是四次式. 我们希望
挖掘出这两个四次式的关系. 由于 (a + b)4 中 a 的奇次项在 (a2 + b2 + c2 + d2)2 中
不出现，它们需要与 (a − b)4 中相应的项抵消. 所以，应当利用恒等式

(a + b)4 + (a + c)4 + (a + d)4 + (b + c)4 + (b + d)4 + (c + d)4+

(a − b)4 + (a − c)4 + (a − d)4 + (b − c)4 + (b − d)4 + (c − d)4

= 6
(
a2 + b2 + c2 + d2

)2
. (4)

由 (4) 立即得到 (3).



第 1 讲例 3
证明柯西不等式

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 ⩽

(
a21 + a22 + · · ·+ a2n

) (
b21 + b22 + · · ·+ b2n

)
. (5)



第 1 讲例 3 解答
(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b21 + b22 + · · ·+ b2n)− (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2

= (a1b2 − a2b1)2 + (a1b3 − a3b1)2 + · · ·+ (an−1bn − anbn−1)
2 , (6)

从而 (5) 式成立.
注（i）（6）称为拉格朗日恒等式.
（ii）证明恒等式 (4) 或 (6) 成立，不必将每个括号展开后得出的项一一写出. 应当利
用观察与心算，注意那些未曾抵消的项，更确切地说，只需要注意一两个代表项
((4) 中的 a4, a2b2 ，(6) 中的 a2i b2j ,−2aibiajbj ).

3. (5) 的证法很多, 这里只介绍利用恒等式的一种.



第 1 讲例 4
设 △A1A2A3 与 △B1B2B3 的边长分别为 a1, a2, a3 与 b1, b2, b3 ，面积分别为
△1,△2 . 又记

H = a21
(
−b21 + b22 + b23

)
+ a22

(
b21 − b22 + b23

)
+ a23

(
b21 + b22 − b23

)
.

则对于 λ ∈
{

b21
a2
1
,

b22
a2
2
,

b23
a2
3

}
,

H ⩾ 8

(
λ△2

1 +
1

λ
△2

2

)
. (7)



第 1 讲例 4 解答
关于三角形的面积, 我们有海伦 (Heron of Alexandria, 约 1 世纪)-秦九韶 (约
1202—约 1261) 公式

16△2
1 = 2a21a22 + 2a22a23 + 2a23a21 − a41 − a42 − a43,

16△2
2 = 2b21b22 + 2b22b23 + 2b23b21 − b41 − b42 − b43.

记
Di =

√
λa2i −

√
1

λ
b2i (i = 1, 2, 3),

则有恒等式

H − 8

(
λ△2

1 +
1

λ
△2

2

)
=

1

2
(D2

1 + D2
2 + D2

3)− (D1D2 + D2D3 + D3D1). (8)



第 1 讲例 4 解答
当 λ =

b21
a2
1
时，D1 = 0, (8) 式成为

H − 8

(
λ△2

1 +
1

λ
△2

2

)
=

1

2
(D2 − D3)

2.

于是 (7) 式成立. 同理 (7) 式对 λ =
b22
a2
2
或 b23

a2
3
成立.



第 1 讲例 5
方程 x3 + ax2 + bx + c = 0 的三个根 α, β, γ 均为实数，a2 = 2b + 2 . 证明

| a − c |⩽ 2. (9)



第 1 讲例 5 解答
由韦达定理，

a2 − 2b = (α+ β + γ)2 − 2(αβ + βγ + γα) = α2 + β2 + γ2,

| a − c |2= (α+ β + γ − αβγ)2.

我们有恒等式

(α+ β+ γ−αβγ)2 = 2(αβ− 1)(βγ− 1)(γα− 1)+ 2−α2β2γ2 +α2 + β2 + γ2. (10)

由已知 α2 + β2 + γ2 = 2 ，从而 αβ ⩽ 1, βγ ⩽ 1, γα ⩽ 1. 这样，(10) 导出
(α+ β + γ− αβγ)2 ⩽ 4 ，即 (9) 式成立.



第 1 讲例 6
△ABC 的边长为 a, b, c，周长为 2. 求证

a2 + b2 + c2 + 2abc < 2. (11)



第 1 讲例 6 解答
我们有恒等式 (可与例 1 比较)

2(1− a)(1− b)(1− c)
= 2− 2(a + b + c) + 2(ab + bc + ca)− 2abc
= 2− 2(a + b + c) + (a + b + c)2 −

(
a2 + b2 + c2 + 2abc

)
.

(12)

由于 a + b + c = 2 ，所以 (a + b + c)2 = 2(a + b + c) ，又三角形的每条边小于周长
的一半, 所以 a < 1, b < 1, c < 1.(12) 左边为正, 因此 (11) 成立.
又解先将 (11) 改写为三次齐次式

1

2
(a + b + c)

(
a2 + b2 + c2

)
+ 2abc <

1

4
(a + b + c)3, (13)

即 ∑
a3 −

∑
a2(b + c) + 2abc < 0,

亦即 ∏
(b + c − a) > 0.

最后一个不等式显然成立.



第 1 讲例 7
证明 a2 + b2 + c2 ⩾ ab + bc + ca .



第 1 讲例 7 解答
a2 + b2 + c2 − (ab + bc + ca)

=
1

2
(a − b)2 + 1

2
(b − c)2 + 1

2
(c − a)2 ⩾ 0.



第 1 讲例 8
A,B,C 为 △ABC 的内角. 求证对任意实数 x, y, z,

x2 + y2 + z2 − 2xy cos C − 2yz cos A − 2zx cos B ⩾ 0. (14)

=
(
x2 − 2xy cos C − 2zx cos B

)
+ y2 + z2 − 2yz cos A

= (x − y cos C − z cos B)2 + y2 sin2 C + z2 sin2 B − 2yz cos A−
2yz cos B cos C
= (x − y cos C − z cos B)2 + (y sin C − z sin B)2.

(15)



第 1 讲例 8 解答
x2 + y2 + z2 − 2xy cos C − 2yz cos A − 2zx cos B
最后一步利用了

cos A = cos(π − B − C) = − cos(B + C) = sin B sin C − cos B cos C.

由 (15) 立即得到 (14).



第 1 讲例 9
λ, µ, ν 为任意实数, a, b, c 为 △ABC 的边, △ 为这三角形的面积, 证明(

λa2 + µb2 + νc2
)2 ⩾ 16(µν + νλ+ λµ)△2, (18)

当且仅当 λ : µ : ν = (b2 + c2 − a2) : (c2 + a2 − b2) : (a2 + b2 − c2) 时等号成立.



第 1 讲例 9 解答
λ, µ, ν 的二次形式(

λa2 + µb2 + νc2
)2 − 16(µν + νλ+ λµ)△2

= a4λ2 + 2λ
[
µ
(
a2b2 − 8△2

)
+ ν

(
a2c2 − 8△2

)]
+
[
µ2b4 + ν2c4 + 2µν

(
b2c2−

8△2)]
= a4λ2 + 2λ

[
µa2b2 cos 2C + νa2c2 cos 2B

]
+
[
µ2b4 + ν2c4 + 2µνb2c2 cos 2A

]
=
(
a2λ+ b2µ cos 2C + c2ν cos 2B

)2
+
(
b2µ sin 2C − c2ν sin 2B

)2 ⩾ 0.

而 c2 sin 2B
b2 sin 2C = c2 sin B cos B

b2 sin C cos C = c cos B
b cos C = c2+a2−b2

a2+b2−c2 ，所以 (18) 中的等号当且仅当
λ : µ : ν = (b2 + c2 − a2) : (c2 + a2 − b2) : (a2 + b2 − c2) 时成立.



第 1 讲例 10
a, b, c 为正实数, 求证

aabbcc ⩾ (abc)
a+b+c

3 . (20)



第 1 讲例 10 解答
不妨设 a ⩾ b ⩾ c ，由于 (20) 是齐次的，可以设 c = 1（否则取 k ，使 kc = 1 ，并
用 ka, kb, kc 代替 a, b, c ）。显然 a ⩾ a+b+c

3 ，所以

aa− a+b+c
3 ⩾ ba− a+b+c

3 . (21)

因此，(20) 可从 babb ⩾ (b2) a+b+c
3 (22)

推出 (将 (21) 与 (22) 相乘即得 (20)). 由于 a + b ⩾ 2(a+b+c)
3 , (22) 显然成立, 所以

(20) 成立.



第 1 讲例 11
设 a, b, c 是 △ABC 的三条边, m > 0, 求证

a
a + m +

b
b + m >

c
c + m . (23)



第 1 讲例 11 解答
我们将 c 增大到 c = a + b . 由于 c

c+m = 1− m
c+m 随 c 增大, 所以不等式

a
a + m +

b
b + m >

a + b
a + b + m (24)

比 (23) 强 ((24) 可以推出 (23)).
显然 a

a+m > a
a+b+m , b

b+m > b
a+b+m .

所以 (24) 成立, 从而 (23) 成立.
调整后所得的不等式, 必须是正确的, 必须不比原不等式弱.



第 1 讲例 12
已知 x1, x2, x3, x4, y1, y2 满足

y2 ⩾ y1 ⩾ x4 ⩾ x3 ⩾ x2 ⩾ x1 ⩾ 2, (25)

x1 + x2 + x3 + x4 ⩾ y1 + y2, (26)

x1x2x3x4 ⩾ y1y2. (27)



第 1 讲例 12 解答
首先, 保持和 y1 + y2 不变, 将 y1 调大 (这时 y2 减少) 直至 y1, y2 均等于
y
(
= y1+y2

2

)
. 由于 y1y2 在这过程中增大, 所以只需证明

x1x2x3x4 ⩾ y2. (28)

这时 (25)，(26) 成为 y ⩾ x4 ⩾ x3 ⩾ x2 ⩾ x1 ⩾ 2, (29)

x1 + x2 + x3 + x4 ⩾ 2y. (30)

我们分三种情况讨论：
1. y ⩽ 4.

显然 x1x2x3x4 ⩾ 24 ⩾ y2

2. 4 < y ⩽ 6.



第 1 讲例 12 解答
保持和 x1 + x4, x2 + x3 不变，将 x1, x2 调整为 2. 然后保持和 x3 + x4 不变，将 x3 调
整为 2. 由于积 x1x2x3x4 经上述调整减少，只需证明

23 · x4 ⩾ y2. (31)

由于 23 · x4 ⩾ 8(2y − 6)

= 16y − 48 = y2 −
(
y2 − 16y + 48

)
= y2 − (y − 4)(y − 12)

⩾ y2,

显然得证.

3. y > 6.



第 1 讲例 12 解答
保持和 x1 + x4, x2 + x3 不变. 如果这两个和均大于等于 y + 2 , 将 x4, x3 调为 y , 这
时 (28) 显然成立. 如果只有 x1 + x4 ⩾ y + 2(x2 + x3 ⩾ y + 2 与此类似), 将 x4 调为
y, x2 调为 2, 然后保持和 x1 + x3 不变, 将 x1 调为 2; 如果 x1 + x4, x2 + x3 均小于
y + 2 , 将 x1, x2 调为 2, 然后保持和 x3 + x4 不变, 将其中较大的调为 y . 总之,

x1x2x3x4 ⩾ 22y(y − 4) = 4y2 − 16y > y2.

注（i）在调整的过程中, 可以看到 “变化”, 可以看到 “运动”, 所以, 调整法比其他方
法显得生动. 但一定要注意严密, 注意叙述. 严密, 就是不能出现疏漏. 叙述应当清
楚, 含混不清的地方往往就是出现疏漏的地方.
（ii）两个正数 a, b 的和为一定时，它们的积 ab = 1

4 [(a + b)2 − (a − b)2] 随着差
|a − b| 的增大而减少。这就是例 12 中种种调整的根据。
对于三角不等式, 不少人感到棘手. 据了解, 有两个原因: 第一, 没有掌握一种普遍的
解法, 所以遇到题目不知如何下手, 看到解答也只知其然, 不知其所以然; 第二, 有些
书籍或刊物上介绍的解答, 用到不少其他的知识, 这就增加了问题的难度.
调整法, 是证明三角不等式的常用方法, 简单而且容易依循.



第 1 讲例 13
证明在 △ABC 中，

sin A + sin B + sin C ⩽ 3
√
3

2
. (32)



第 1 讲例 13 解答
首先注意在 A = B = C = 60◦ 时，(32) 中等号成立. 因而要证的不等式就是

sin A + sin B + sin C ⩽ sin 60◦ + sin 60◦ + sin 60◦. (33)

不妨设 A ⩾ B ⩾ C . 于是 A ⩾ 60◦,C ⩽ 60◦ . 保持和 A + C 不变 (即 B 不变), 使得
A,C 中一个被调整为 60◦ , 另一个为 A + C − 60◦ . 这时 A − C ⩾ |A + C − 120◦| ,

sin A + sin C = 2 sin A+C
2 cos A−C

2

⩽ 2 sin A+C
2 cos (A+C−60◦)−60◦

2
= sin(A + C − 60◦) + sin 60◦,

即 sin A + sin C 经调整后增大. 我们只需证明

sin(A + C − 60◦) + sin B ⩽ sin 60◦ + sin 60◦. (34)



第 1 讲例 13 解答
(34) 的左边 = sin(120◦ − B) + sin B = 2 sin 60◦ cos(60◦ − B) ⩽ 2 sin 60◦ = 右边. 于
是 (34)，(32) 成立.
(34) 的证明就是保持和 B + (A + C)− 60◦ = 120◦ 不变, 将 B 调为 60◦ 时,
sin(A + C − 60◦) + sin B 增大.



第 2 讲例 1
设有两个有序数组 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an 及 b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn .
对于 1, 2, · · · ,n 的任一排列 i1, i2, · · · , in ,

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn (同序的和)

⩾ a1bi1 + a2bi2 + · · ·+ anbin (乱序的和)

⩾ a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1 (逆序的和).



第 2 讲例 1 解答
对于任意 k, h ∈ {1, 2, · · · ,n} ,

(a1b1 + akbh)− (a1bh + akb1) = (a1 − ak)(b1 − bh) ⩾ 0.

所以, 我们可将 a1bi1 + a2bi2 + · · ·+ anbin 中第一项的因数 bi1 与 b1 对调, 和不会减
少. 同样, 可将第二项调为 a2b2, · · · , 依此类推即得例 1 中第一个不等式. 同样可证
另一个不等式.
例 1 就是排序不等式, 也称为排序原理.



第 2 讲例 2
设 a1, a2, · · · , an 为互不相等的自然数, 求证:

a21 +
a22
2

+
a23
3

+ · · ·+ a2n
n ⩾ a1 + a2 + · · ·+ an. (1)



第 2 讲例 2 解答
使用排序不等式需将每一项适当地分成两个因数的积. 数列 {a2i } 的大小次序与
{ai} 相同、与 { 1

ai
} 相反. 所以由排序不等式

∑
ai =

∑ a2i
ai

⩽
∑ a2i

aji
, (2)

其中 j1, j2, · · · , jn 为 1, 2, · · · ,n 的一个排列，满足

aj1 < aj2 < · · · < ajn . (3)

由于 (3) 中的数都是自然数, aji ⩾ i , 从而由 (2) 得 ∑
ai ⩽

∑ a2
i
i .



第 2 讲例 3
设 a, b, c 为正数, 证明:

a
b + c +

b
c + a +

c
a + b ⩾ 3

2
. (4)



第 2 讲例 3 解答
由对称性, 不妨设 a ⩾ b ⩾ c . 这时 1

b+c ⩾ 1
a+c ⩾ 1

a+b .
所以由排序不等式, 得

a
b + c +

b
c + a +

c
a + b ⩾ a

c + a +
b

a + b +
c

b + c . (5)

a
b + c +

b
c + a +

c
a + b ⩾ a

a + b +
b

b + c +
c

c + a . (6)

将 (5)，(6) 相加即得 (4).



第 2 讲例 4
设 s, t 为正数, n 为自然数. 证明:

sn+1 + ntn+1 ⩾ (n + 1)tns. (7)



第 2 讲例 4 解答
由于 s, t 与 sk, tk(1 ⩽ k ⩽ n) 同序, 所以

(s − t)(sk − tk) ⩾ 0. (8)

于是
sn+1 + ntn+1 − (n + 1)tns
= s (sn − tn)− ntn(s − t)
= (s − t)

[
s
(
sn−1 + sn−2t + · · ·+ tn−1

)
− ntn]

= (s − t)
[
(sn − tn) +

(
sn−1 − tn−1

)
t + · · ·+ (s − t)tn−1

]
⩾ 0,

即 (7) 式成立.
排序不等式的适用对象是代数和, 其中每一个加项都可以表示为两个因式的积. 例 4
虽然没有直接援引排序不等式, 但用到同样的思想 (即 (8)).

注例 4 也可以直接利用排序不等式, 即将数组
n terms︷ ︸︸ ︷

s, t, t, · · · , t 反复自乘 n + 1 次. 在每
次均用 s 乘 s 的幂时所得各项之和最大, 每次均用 s 乘 t 的幂时所得各项之和最小.



第 2 讲例 5
设 p1 ⩽ p2 ⩽ · · · ⩽ pn . 求 x1 ⩾ x2 ⩾ · · · ⩾ xn ，使得 “距离”
d = (p1 − x1)2 + (p2 − x2)2 + · · ·+ (pn − xn)2 为最小.



第 2 讲例 5 解答
设 p = 1

n(p1 + p2 + · · ·+ pn) . 很自然地猜测在 x1 = x2 = · · · = xn = p 时, d 为最小.
即 (p1 − x1)2 + (p2 − x2)2 + · · ·+ (pn − xn)2

⩾ (p1 − p)2 + (p2 − p)2 + · · ·+ (pn − p)2 . (9)

不妨设 p = 0，否则用 pi − p 代替 pi, xi − p 代替 xi . 因此，只需证明∑
(pi − xi)

2 ⩾
∑

p2i . (10)

(10) 左边 =
∑

p2i +
∑

x2i − 2
∑

xipi ⩾
∑

p2i − 2
∑

xipi ，只需证明∑
xipi ⩽ 0. (11)

由于 {pi} 与 {xi} 逆序, 所以对 1,2, · · · ,n 的任一排列 j1, j2, · · · , jn , 均有∑
xipi ⩽

∑
pixji . (12)



第 2 讲例 5 解答
逐次取 ji = i, i + 1, · · · ,n, 1, · · · , i − 1(i = 1, 2, · · · ,n) ，然后将所得的 n 个形如
(12) 的不等式相加，得

n
∑

xipi ⩽
n∑

i=1

pi

n∑
ji=1

xji = (

n∑
i=1

xi) · (
n∑

i=1

pi) = 0

(最后一步是由于 p = 0)，这就是 (11). 因此 (10)，(9) 均成立.
将若干个形如 (12) 的不等式相加以产生所需要的结果, 是例 5 的关键. 这一方法在
例 3 中实际上已经用过.
用这个方法, 不难得出.



第 2 讲例 6
如果 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an, b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn ，那么

n
n∑

i=1

aibi ⩾
∑

ai ·
∑

bi, (13)

它称为契比雪夫 (P. Y. Chebyshev, 1821—1894) 不等式. 在 {ai} 或 {bi} 中恰有一个
改为相反的顺序时,(13) 的 “⩾” 也改为 “⩽”.
算术-几何平均不等式也是经常使用的不等式 (简称为 A-G 不等式):
设 a1, a2, · · · , an 为非负实数，则

a1 + a2 + · · ·+ an
n ⩾ n

√a1a2 · · · an. (14)

n = 2 或 3 的情况, 在中学里尤为常见.



第 2 讲例 6 解答
（本例在讲义中未给出单独证明。）



第 2 讲例 7
设 a1, a2, · · · , an+1 为非负实数，求证

n
(a1+a2+···+an

n − n
√a1a2 · · · an

)
⩽ (n + 1)

(
a1+a2+···+an+1

n+1 − n+1
√a1a2 · · · an+1

)
.

(15)



第 2 讲例 7 解答
(n + 1)

(
a1+a2+···+an+1

n+1 − n+1
√a1a2 · · · an+1

)
−

n
(

a1 + a2 + · · ·+ an
n − n

√a1a2 · · · an

)
= an+1 − (n + 1)n+1√a1a2 · · · an+1 + n n

√a1a2 · · · an.

设法化去根号. 为此, 设 a1a2 · · · an = tn(n+1), an+1 = sn+1, s, t ⩾ 0 , 则
上式 = sn+1 − (n + 1)tns + ntn+1 ⩾ 0.
最后一步是根据 (7).
由 (15)，我们得到

n
(a1+a2+···+an

n − n
√a1a2 · · · an

)
⩾ · · · ⩾ 3

(a1+a2+a3
3 − 3

√a1a2a3
)

⩾ 2
(a1+a2

2 −√a1a2
)
⩾ 0.

这是 A-G 不等式的一种证明 (据统计,A-G 不等式的证明有几十种).



第 2 讲例 8
设 a, b, c 都是正数. 证明

abc ⩾ (a + b − c)(b + c − a)(c + a − b). (16)



第 2 讲例 8 解答
如果 a + b − c, b + c − a, c + a − b 中有负数，设 a + b − c < 0 ，那么
c > a + b, b + c − a 与 c + a − b 均为正数。(16) 右边为负，结论显然成立.
设 a + b − c, b + c − a, c + a − b 均非负. 由 A-G 不等式，√

(a + b − c)(b + c − a) ⩽ (a + b − c) + (b + c − a)
2

= b. (17)

同样有 (注意轮换性) √
(b + c − a)(c + a − b) ⩽ c, (18)√
(c + a − b)(a + b − c) ⩽ a. (19)

将 (17)，(18)，(19) 三式相乘即得 (16).



第 2 讲例 9
已知 a, a′ 为正，并且行列式 ∣∣∣∣ a b

b c

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a′ b′
b′ c′

∣∣∣∣ ⩾ 0, (20)

求证行列式
∣∣∣∣a − a′ b − b′
b − b′ c − c′

∣∣∣∣ ⩽ 0, (21)

这里行列式
∣∣∣∣ a b

b c

∣∣∣∣ 即表达式 ac − b2



第 2 讲例 9 解答
记 k =

∣∣∣∣a b
b c

∣∣∣∣ .
因为 ∣∣∣∣ a − a′ b − b′

b − b′ c − c′
∣∣∣∣ = (a − a′)(c − c′)− (b − b′)2

= 2k − ac′ − a′c + 2bb′,
(22)

而由 A-G 不等式有 ac′ + a′c ⩾ 2
√

aa′cc′

= 2
√
(k + b2)(k + b′2)

= 2
√

k2 + b2b′2 + k(b2 + b′2)
⩾ 2

√
k2 + b2b′2 + 2kbb′

= 2k + 2bb′.

(23)

由 (22)，(23) 导出 (21).



第 2 讲例 10
设 xi ⩾ 1(i = 1, 2, · · · ,n) . 证明樊畴 (1914—2010) 不等式∏

(xi − 1)

(
∑

(xi − 1))n ⩽
∏

xi
(
∑

xi)
n . (24)

这里 ∏ 是连乘符号，∏ xi = x1x2 · · · xn



第 2 讲例 10 解答
（24）等价于

(∏
(xi−1)∏

xi

) 1
n ⩽

∑
(xi−1)∑

xi
. (25)

由 A-G 不等式， (∏
(xi−1)∏

xi

) 1
n
=
(∏ xi−1

xi

) 1
n

⩽ 1
n
∑ xi−1

xi
= 1− 1

n
∑ 1

xi
.

(26)

而 ∑
(xi − 1)∑

xi
=

∑
xi − n∑

xi
= 1− n∑

xi
. (27)

所以 (25) 可由 (26)，(27) 及不等式
1

n
∑ 1

xi
⩾ n∑

xi
(28)

推出.
(28) 等价于 ∑

xi ·
∑ 1

xi
⩾ n2. (29)



第 2 讲例 10 解答
这个不等式不难从 A-G 不等式导出∑

xi ·
∑ 1

xi
⩾ n n

√x1x2 · · · xn · n n

√
1

x1
· 1

x2
· · · · · 1

xn
= n2.



第 2 讲例 11
设 ai > 0(i = 1, 2, · · · ,n) ，并且

a1 + a2 + · · ·+ an = 1, (30)

求证：
n∑

i=1

(
ai +

1

ai

)2

⩾ (n2 + 1)2

n . (31)



第 2 讲例 11 解答
将 (31) 的两边展开并化简成

n∑
i=1

a2i +
n∑

i=1

1

a2i
⩾ 1

n + n3. (32)

由柯西不等式及条件 (30)，得 ∑
12 ·

∑
a2i ⩾ (

∑
ai)2 = 1. 所以∑

a2i ⩾ 1

n . (33)

同样 ∑
12 ·

∑ 1
a2

i
⩾
(∑ 1

ai

)2
. (34)

而由条件 (30) 及不等式 (29)，得 ∑ 1
ai

⩾ n2 . (35)
由 (34)，(35) 导出 ∑ 1

a2
i
⩾ n3. (36)

由 (33)，(36) 导出 (32)，(31).



第 2 讲例 12
设 l1x1 + l2x2 + · · ·+ lnxn = 1 ，这里 l1, l2, · · · , ln 为已知数。求 x21 + x22 + · · ·+ x2n 的
最小值。



第 2 讲例 12 解答
(l1x1 + l2x2 + · · ·+ lnxn)2

⩽
(
l21 + l22 + · · ·+ l2n

) (
x21 + x22 + · · ·+ x2n

)
,

所以 x21 + x22 + · · ·+ x2n ⩾ 1
l21+l22+···+l2n

,

当且仅当 xi = li(l21 + l22 + · · ·+ l2n)−1(i = 1, 2, · · · ,n) 时等号成立.
注本题的几何意义是 n 维空间中, 原点到超平面的垂直距离是连接原点与这超平面
上任一点的线段中最短的.



第 2 讲例 13
证明关于两个三角形的匹窦不等式

a2(b21 + c21 − a21) + b2(c21 + a21 − b21) + c2(a21 + b21 − c21) ⩾ 16△△1, (37)

这里 a, b, c,△ 及 a1, b1, c1,△1 分别为两个三角形的边长与面积.



第 2 讲例 13 解答
这个不等式在第 1 讲中已经出现过 (第 1 讲 (19)). 宁波大学陈计先生利用柯西不等
式给出如下简单优雅的证明：

16△△1 + 2a2a21 + 2b2b21 + 2c2c21
⩽
(
16△2

1 + 2a41 + 2b41 + 2c41
) 1

2
(
16△2 + 2a4 + 2b4 + 2c4

) 1
2

=
(
a21 + b21 + c21

) (
a2 + b2 + c2

)
,

所以 16△△1 ⩽ a2(b21 + c21 − a21) + b2(c21 + a21 − b21) + c2(a21 + b21 − c21).
类似于例 13, 一些辅助的恒等变形, 在不等式的证明中常常需要.



第 2 讲例 14
设 n ⩾ 2, x1, x2, · · · , xn 为正数，并且∑

xi = 1, (38)

求证 ∑ xi√
1−xi

⩾
∑√xi√

n−1
. (39)



第 2 讲例 14 解答
由条件 (38) 及柯西不等式, 得

∑√xi ⩽ (
∑

1)
1
2

(∑
xi
) 1

2
=

√
n. (40)

由于 ∑
(1− xi) = n −

∑
xi = n − 1,

结合柯西不等式得∑√
1− xi ⩽ (

∑
1)

1
2

[∑
(1− xi)

] 1
2
=
√

n(n − 1). (41)

于是由 (29)(或直接用柯西不等式) 得
∑ 1√

1− xi
⩾ n2∑√

1− xi
⩾ n2√

n(n − 1)
. (42)



第 2 讲例 14 解答
由 (40)，(41)，(42) 推出∑ xi√

1−xi
=
∑ 1√

1−xi
−
∑√

1− xi

⩾ n2√
n(n−1)

−
√

n(n − 1)

=
√

n√
n−1

⩾
∑√xi√

n−1
.



第 2 讲例 15
正数 x, y, z 满足 x2 + y2 + z2 = 1 ，求 x

1−x2 + y
1−y2 + z

1−z2 的最小值.



第 2 讲例 15 解答
容易猜到 x = y = z =

√
1
3 时, x

1−x2 + y
1−y2 + z

1−z2 取得最小值 3
√
3

2 . 为了证明这一
点, 首先利用柯西不等式得∑ x

1− x2 ·
∑

x3(1− x2) ⩾
∑

x2 = 1. (43)

所以只需要证明 ∑
x3(1− x2) ⩽ 2

3
√
3

(44)
(这种 “去分母” 的方法在其他问题中也会用到, 如习题 2 第 2 题).
(44) 等价于 2

3
√
3
+
∑

x5 ⩾
∑

x3. (45)
而由 A-G 不等式

2x2

3
√
3
+ x5 ⩾ 3 3

√(
x2
3
√
3

)(
x2
3
√
3

)
x5 = x3,

所以 (45) 成立, 证毕.



第 2 讲例 15 解答
辅助的恒等变形似乎平常, 实际做起来却并不容易. 尝试一下例 15 就会有较深的体
会 (另一种解法见习题 2 第 12 题).
柯西不等式中 ∑

aibi 的项 aibi 如何拆成两个因式 ai 与 bi 之积，可以说是应用这个
不等式的主要技巧（在例 15 的 (44）中，我们将 ∑

x2 中的 x2 表示为
√

x
1−x2 与√

x3(1− x2) 的积). 正因为 aibi 可以按照我们的需要加以分解, 柯西不等式的应用
更为广泛.



第 2 讲例 16
设 a1, a2, · · · , an 为 n 个正数，σk 为 a1, a2, · · · , an 的初等对称多项式（见第 15 讲
(14))，pk = σk

Ck
n

. 证明
p1 ⩾ p

1
2
2 ⩾ p

1
3
3 ⩾ · · · ⩾ p

1
nn , (46)

当且仅当 a1 = a2 = · · · = an 时，等号成立.



第 2 讲例 16 解答
首先证明 p2k ⩾ pk−1pk+1 (k = 1, 2, · · · ,n − 1) , (47)
当且仅当 a1 = a2 = · · · = an 时，等号成立.
对 n 用归纳法. 假设对 n-1 个数相应结论成立, 相应的量记为 σ′

k, p′k , 则

σk = σ′
k + anσ

′
k−1, pk =

n − k
n p′k +

k
nanp′k−1,

从而 n2(p2k − pk+1pk−1) = A + Ban + Ca2n,
其中 A = (n − k)2p′2

k − [(n − k)2 − 1]p′
k+1p

′
k−1 ⩾ p′2

k

B = 2k(n − k)p′k−1p′k − (n − k + 1)(k + 1)p′k−1p′k−
(n − k − 1)(k − 1)p′k−2p′k+1,

C = k2p′2k−1 − (k2 − 1)p′k−2p′k ⩾ p′2k−1.



第 2 讲例 16 解答
因为 p′k−2p′k+1 ⩽

p′2
k−1

p′
k

· p′k+1 ⩽
p′

k−1

p′
k

· p′2k = p′k−1p′k ，所以 B ⩾ −2p′k−1p′k . 于是

n2(p2k − pk−1pk+1 ⩾ (p′k−1an − p′k)2 ⩾ 0.

等号仅在 a1 = a2 = · · · = an−1 并且 an =
p′

k
p′

k−1
时成立，即 a1 = a2 = · · · = an 时成

立.
由 (47) 可得

(p0p2) (p1p3)2 (p2p4)3 . . . (pk−1pk+1)
k ⩽ p21p42p63 . . . p2k

k ,

所以 pk
k+1 ⩽ pk+1

k ,
即 (46) 成立.
(47) 是牛顿得出的, 实际上对实数 a1, a2, · · · , an 都成立 (证明仅需稍作修改).(46)
称为马克劳林 (Maclaurin,1698—1746) 不等式.
关于归纳法与不等式, 参见第 4 讲.



第 3 讲例 1
设 c, d 为正数, 并且

c + d ⩽ a, (1)

c + d ⩽ b, (2)

ca + db ⩽ ab. (3)



第 3 讲例 1 解答
这道题, 如果说有困难的话, 就在于将它想得过于困难 (甚至有人搬用柯西不等式).
其实, 这是一个非常简单的不等式 (参见第 1 讲例 5).
设 a ⩽ b ，则由于 c, d, a, b 均为正数，ca + db ⩽ (c + d)b ⩽ ab .



第 3 讲例 2
已知 a + b + c > 0, ax2 + bx + c = 0 有实数根. 证明

max{a, b, c} ⩾ 4(a + b + c)
9

. (4)



第 3 讲例 2 解答
首先, 我们可以设

a + b + c = 1, (5)

否则用 a
a+b+c ,

b
a+b+c ,

c
a+b+c 代替 a, b, c. 这样，只需证明

max{a, b, c} ⩾ 4

9
. (6)

分情况来讨论：
1. 如果 b ⩾ 4

9 ，(6) 已经成立.
（ii）如果 b < 4

9 ，由已知 ax2 + bx + c = 0 有实根得 (
4
9

)2
> b2 ⩾ 4ac



第 3 讲例 2 解答
即 4

81 ⩾ ac. (7)
又 a + c = 1− b > 1− 4

9 = 5
9 , (8)

结合 (7)，(8) 得 (
5
9 − c

)
c < ac ⩽ 4

81 ,
即 c2 − 5

9c + 4
81 = (c − 1

9)(c −
4
9) > 0.

从而 c > 4
9 或 c < 1

9 .
在 c < 1

9 时，由 (8) 得 a > 5
9 − c > 4

9 .
因此 (6) 成立.



第 3 讲例 3
已知 a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an ,

n∑
i=1

bi = 0,

n∑
i=1

|bi| = 1, (9)

求证 |
∑n

i=1 aibi| ⩽ 1
2(a1 − an). (10)



第 3 讲例 3 解答
不等式中有负数出现是一件讨厌的事, 你必须小心翼翼, 防止在乘以负数时忘记改变
不等号的方向. 如果可能的话, 我们希望将负数换为正数, 或者将正数、负数分开处
理.
an （甚至 a1 ）未必为正数。但我们可以将 a1, a2, · · · , an 换成
a1 + M, a2 + M, · · · , an + M ，这里 M 是一个足够大（大于等于 −an ）的数，使得
所有 ai + M 成为非负数。结合 (9) 的第一个等式，得∑n

i=1(ai + M)bi =
∑n

i=1 aibi + M
∑n

i=1 bi =
∑n

i=1 aibi 。又有（平移不改变距离）
(a1 + M)− (an + M) = a1 − an ，所以将 ai 换为 ai + M(i = 1, 2, · · · ,n) 对 (10) 并
无影响，我们不妨假定 an = 0 （即取 M = −an ）。
又可以假定 ∑n

i=1 aibi ⩾ 0 . 否则将 bi 换成 −bi(1 ⩽ i ⩽ n) . 于是只需证
n∑

i=1

aibi ⩽
1

2
a1. (11)



第 3 讲例 3 解答
将 bi 中正数, 负数分开. 记

P =
∑
bi⩾0

bi,N = −
∑
bi<0

bi,

则 (9) 即
P − N = 0,P + N = 1. (12)

从而
P = N =

1

2
. (13)

于是 ∑
aibi =

∑
bi>0 aibi +

∑
bi<0 aibi ⩽ a1

∑
bi<0 bi = a1P = 1

2a1.
注平移 (即将 ai 变为 ai + M ), 将正、负部分分开都是惯用的手法. 本例中的 M 可
以随意选择, 取 M = −an 较为简单.
处理 ∑

aibi 的另一种方法是阿贝尔 (N. H. Abel, 1802—1829) 求和法.



第 3 讲例 4
设 a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an ⩾ 0,Bk =

∑k
i=1 bi （约定 B0 = 0 ），并且

B′ ⩽ Bk ⩽ B(k = 1, 2, . . . , n).

试证明阿贝尔不等式
a1B′ ⩽

n∑
i=1

aibi ⩽ a1B. (14)



第 3 讲例 4 解答∑n
i=1 aibi =

∑n
i=1 ai(Bi − Bi−1) =

∑n−1
i=1 (ai − ai+1)Bi + anBn, (15)

所以 ∑n
i=1 aibi ⩽ B

[∑n−1
i=1 (ai − ai+1) + an

]
= a1B.

同样可证 (14) 的另一半.
(15) 就是著名的阿贝尔求和法.
在例 3 中, B = P = N = 1

2 , B′ = −1
2 , 所以由 (14) 立即得到 (10) (先作平移, (14)

中的 a1 即 (10) 中 a1 − an ).
类似地，取 bk = sin kx(0 < x < 2π ，则易知 ∣∣∑m+n

k=m+1 sin kx
∣∣ ⩽ 1

sin x
2
. 所以由阿贝尔

不等式 (14) 得 ∣∣∑m+n
k=m+1

sin kx
k
∣∣ ⩽ 1

(m+1) sin x
2
.



第 3 讲例 5
设 a1 ⩾ a2 ⩾ · · · ⩾ an ⩾ 0, b1 ⩾ a1, b1b2 ⩾ a1a2, · · · , b1b2 · · · bn ⩾ a1a2 · · · an.
b1 + b2 + · · ·+ bn ⩾ a1 + a2 + · · ·+ an. (16)



第 3 讲例 5 解答
令 ci =

bi
ai
(1 ⩽ i ⩽ n) ，则

c1 ⩾ 1, c1c2 ⩾ 1, . . . , c1c2 . . . cn ⩾ 1. (17)

要证明的 (16) 等价于

(c1 − 1) a1 + (c2 − 1) a2 + · · ·+ (cn − 1) an ⩾ 0. (18)

由 A-G 不等式及条件 (17) 得

(c1 − 1) + (c2 − 1) + · · ·+ (ck − 1) ⩾ k k
√c1c2 · · · ck − k ⩾ 0.

在阿贝尔不等式 (14) 中取 B′ = 0 即得 (18).



第 3 讲例 6
设 a + b + c > 0, ab + bc + ca > 0, abc > 0. 求证: a > 0, b > 0, c > 0.



第 3 讲例 6 解答
已知条件使我们联想到三次方程 (第 1 讲例 1 也是如此)

x3 − (a + b + c)x2 + (ab + bc + ca)x − abc
≡ (x − a)(x − b)(x − c) = 0

(19)

(这里 “≡” 表示恒等), a, b, c 是它的三个根. 而在 x ⩽ 0 时,

x3 − (a + b + c)x2 + (ab + bc + ca)x − abc ⩽ −abc < 0.

因此 (19) 没有不大于 0 的根, 所以 a, b, c 均为正数.



第 3 讲例 7
设 x2 + y2 ⩽ 1 ，求证：

| x2 + 2xy − y2 |⩽
√
2. (20)



第 3 讲例 7 解答
如果 x2 + y2 = ρ2 < 1 ，将 x, y 同时乘以大于 1 的数 1

ρ 后，它们的平方和等于 1 (
ρ = 0 时 x = y = 0 , (20) 显然成立). 因此总可以假设

x2 + y2 = 1. (21)

(21) 启发我们采用三角函数: 令

x = sinα, y = cosα, 0 ⩽ α <
π

2
. (22)

而 x2 − y2, 2xy 则使我们想到倍角的余弦与正弦，即 (20) 等价于

|cos 2α+ sin 2α| ⩽
√
2. (23)

23. 显然成立. 事实上, 更一般的结果



第 3 讲例 7 解答
| a cosφ+ b sinφ |=

√
a2 + b2

∣∣∣∣sin(φ+ arcsin a√
a2 + b2

)∣∣∣∣ ⩽√a2 + b2

是众所周知的.
例 7 虽然简单, 却有两点值得注意: (i) 将问题的条件简化为极端情况 (21); (ii) 揣摩
题目的特点, 作适当的代换.



第 3 讲例 8
设 x1, x2, · · · , xn(n ⩾ 2) 均为正数，求证：

x21
x21 + x2x3

+
x22

x22 + x3x4
+ · · ·+

x2n−1

x2n−1 + xnx1
+

x2n
x2n + x1x2

⩽ n − 1. (24)



第 3 讲例 8 解答
令 xi+1xi+2

x2i
= yi(i = 1, 2, · · · ,n, xn+1 = x1, xn+2 = x2) ,

则 (24) 成为 1
1+y1 + 1

1+y2 + · · ·+ 1
1+yn

⩽ n − 1. (25)
而由 yi 的定义知 y1y2 · · · yn = 1. (26)
(25) 的左边共 n 项, 每项均小于 1 (因为分母 1 + yi > 1 ). 如果其中有两项 ⩽ 1

2 , 那
么 (25) 已经成立. 设仅有 1

1+y1 ⩽ 1
2 , 即

y1 ⩾ 1, y2 ⩽ 1, y3 ⩽ 1, . . . , yn ⩽ 1. (27)

那么 1
1+y1 + 1

1+y2 ⩽ 1
1+y1 + 1

1+y2y3...yn

=
1

1 + y1
+

1

1 + 1
y1

= 1.

(25) 的左边前两项之和为 1, 其余的 n-2 项均小于 1, 所以 (25) 的左边小于右边.



第 3 讲例 8 解答
注（i）在动手证 (25) 之前, 先看看左边各项的值大致是多少. 这种粗略的估计往往
能将我们引上解题的正确路径, 少绕一些弯路.
（ii）如果令 x2i

xi+1xi+2
= zi ，那么 (24) 等价于

∑ 1

1 + zi
⩾ 1, (28)

与上面的解法完全对称. 在 zi 中至多有一个小于等于 1, 否则 (28) 成立. 设 z1 ⩽ 1 ,
则由

1

1 + z2
⩾ 1

1 + z2z3 · · · zn
=

1

1 + 1
z1

=
z1

z1 + 1

即得 (28).
（iii）我们又采用了枚举法.
有时候需要将几种方法结合起来解题.



第 3 讲例 9
设 x1, x2, · · · , xn 为非负实数，

x =
1

n (x1 + x2 + · · ·+ xn) , (29)

y =

√
1

n
(
x21 + x22 + · · ·+ x2n

)
.

求证：
1
n
[
(x − x1)2 + · · ·+ (x − xn)2

]
⩽
√

1
2n

[(
x21 − y2

)2
+ · · ·+ (x2n − y2)2

]
.

(30)



第 3 讲例 9 解答
不妨设 (30) 的左边为 1, 否则用

xi√
1
n
∑

(x − xi)2

 x√
1
n
∑

(x − xi)2
及 y√

1
n
∑

(x − xi)2


代替 xi(x 及 y) 进行讨论. 这种化简的手段在不等式的两边均为 (同次) 齐次式时常
常采用.
我们有 1 = 1

n
∑

x2i − 2x
n
∑

xi + x2 = y2 − x2

=
1

n
∑

x2i −
x
n
∑

xi. (31)



第 3 讲例 9 解答
于是经过一些恒等变形与适当缩减有

1
n
∑(

x2i − y2
)2

= 1
n
∑(

x2i − x2 − 1
)2

= 1
n
∑(

x2i − x2
)2 − 2

n
∑(

x2i − x2
)
+ 1

= 1
n
∑(

x2i − x2
)2 − 2

(
y2 − x2

)
+ 1

= 1
n
∑

(xi − x)2
(
x2i + 2xix + x2

)
− 1

⩾ 1
n
∑

(xi − x)2x2i + 2x
n
∑

(xi − x)2xi − 1

⩾
[
1
n
∑

(xi − x)xi
]2

+ 2
n2 [
∑

xi(xi − x)]2 − 1(柯西不等式)

= 1 + 2− 1 = 2,

从而 (30) 成立.
例 9 显然是从概率论 “下放” 来的 (与数学期望、方差有关的) 不等式.
与柯西不等式逆向的估计也很有用, 这是波利亚于 1925 年建立的, 即下面的 (32).



第 3 讲例 10
设 a ⩽ ai ⩽ A, b ⩽ bi ⩽ B(i = 1, 2, · · · ,n) , a, b 均为正数，则(

a21 + a22 + · · ·+ a2n
) (

b21 + b22 + · · ·+ b2n
)

⩽ (a1b1 + · · ·+ anbn)
2 ·


√

AB
ab +

√
ab
AB

2

2

. (32)



第 3 讲例 10 解答
我们证明更一般的

∑
pia2i ·

∑
pib2i ⩽

(∑
piaibi

)2
√

AB
ab +

√
ab
AB

2

2

, (33)

其中 “权” pi ⩾ 0(i = 1, 2, · · · ,n) ，并且 ∑
pi = 1 .

为了证明 (33)，令 ui, vi 满足方程组{
a2i = uia2 + viA2,
b2i = uiB2 + vib2

(34)

(1 ⩽ i ⩽ n) . (34) 总是有解的, 因为在
∣∣∣∣ a2 A2

B2 b2
∣∣∣∣ 为 0 即 a = A, b = B 时, 取

ui + vi = 1 即可.



第 3 讲例 10 解答
由 (34) 及柯西不等式得

aibi =
(
uia2 + viA2

)1/2 (uiB2 + vib2
)1/2

⩾ uiaB + vibA.

令 p =
∑

piui, q =
∑

pivi ，则∑
pia2i ·

∑
pib2i

(
∑

piaibi)2
⩽ (pa2 + qA2)(pB2 + qb2)

(paB + qbA)2

= 1 + pq
(

AB − ab
paB + qbA

)2

⩽ 1 + pq
(

AB − ab
2
√

pqabAB

)2

=


√

AB
ab +

√
ab
AB

2

2

.



第 3 讲例 10 解答
即 (33) 成立.
(33) 有很多推论, 如下面的例 11.



第 3 讲例 11
设 0 < b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn, 0 < ai(i = 1, 2, · · · ,n) 并且 ∑

ai = 1 . 则有康托罗维奇
(L. V. Kantorovich, 1912—1986) 不等式

∑
aibi ·

∑ ai
bi

⩽ (b1 + bn)
2

4b1bn
. (35)



第 3 讲例 11 解答
ai 就是 (33) 中的 pi . 两个数列 {

√
bi},

{√
1
bi

}
的上界分别为 √

bn(= B) 与√
1
b1 (= A) , 下界分别为 √

b1(= b) 与
√

1
bn
(= a) . 所以 (33) 中的

(√
AB
ab +

√
ab
AB

2

)2

现在成为 (b1+bn)2

4b1bn
.

一个较普遍的结果往往能导出许多推论 (如从 (33) 导出 (32),(35)). 将 (35) 再 “特
殊化” 可以得出(

1

n
∑

ai

)(
1

n
∑ 1

ai

)
⩽ (a + A)2

4aA (Schweitzer不等式).



第 3 讲例 12
已知在 |x| ⩽ 1 时，|ax2 + bx + c| ⩽ 1. 证明：在 |x| ⩽ 1 时，

| 2ax + b |⩽ 4. (36)



第 3 讲例 12 解答
记 f(x) = ax2 + bx + c ，则 

f(0) = c,
f(1) = a + b + c,
f(−1) = a − b + c.

(37)

由 (37) 可以解出 (即用函数值表示系数)

a =
1

2
[f(1) + f(−1)− 2f(0)],

b =
1

2
(f(1)− f(−1)).



第 3 讲例 12 解答
于是，在 |x| ⩽ 1 时，由于 |f(x)| ⩽ 1 ，有

| 2ax + b |
=
∣∣[f(1) + f(−1)− 2f(0)]x + 1

2 [f(1)− f(−1)]
∣∣

=
∣∣(x + 1

2

)
f(1) +

(
x − 1

2

)
f(−1)− 2xf(0)

∣∣
⩽
∣∣x + 1

2

∣∣+ ∣∣x − 1
2

∣∣+ 2
⩽ 4.

(36) 称为马尔可夫不等式. 其实它是化学家门捷列夫 (D. I. Mendeleev, 1834—1907,
化学元素周期律的发现者) 首先发现的, 马尔可夫把它推广到 n 次多项式 f(x) , 得
如果 |x| ⩽ 1 时，|f(x)| ⩽ M ，那么 |x| ⩽ 1 时，导数的绝对值

| f′(x) |⩽ Mn2.



第 3 讲例 12 解答
在区间 (a, b) 上定义的函数 f(x) ，如果对这区间内任意两个数 x1, x2 ，均有

f
(

x1 + x2
2

)
⩽ f(x1) + f(x2)

2
, (38)

那么 f(x) 就称为 (a, b) 上的凸函数.
凸函数的几何意义是连接图像 y = f(x) 上任意两点的弦在连接这两点的曲线的上方
(图 19-1).
text_image
y y = f(x) O x1 x2 x
图 19-1
我们熟悉的指数函数 y = ax ，二次函数 y = x2 都是凸函数。



第 3 讲例 13
设函数 f(x) 在 (a, b) 上为凸函数. 证明对任意的整数 n ⩾ 2 及 (a, b) 中任意 n 个数
x1, x2, · · · , xn ，均有

f
(

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

)
⩽ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n . (39)



第 3 讲例 13 解答
首先用归纳法不难证明对任意自然数 k 及 (a, b) 中任意 2k 个数 x1, x2, · · · , x2k 均有

f
(

x1 + x2 + · · ·+ x2k

2k

)
⩽ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(x2k)

2k . (40)

要证明 (39) 成立, 只需证明 (39) 对 n 成立时, 对 n− 1 也一定成立. 于是, 假定 (39)
对 n 成立, 并设给定的 n − 1 个数为 x1, x2, · · · , xn−1 . 取 xn 为这 n − 1 个数的算术
平均值, 则

f(xn) = f
(

x1+x2+···+xn−1

n−1

)
= f
(

x1+x2+···+xn−1+xn
n

)
⩽ f(x1)+f(x2)+···+f(xn−1)+f(xn)

n .

去分母, 整理得 f(xn) ⩽ f(x1)+f(x2)+···+f(xn−1)
n−1 ,

即 f
(

x1+x2+···+xn−1

n−1

)
⩽ f(x1)+f(x2)+···+f(xn−1)

n−1 ,



第 3 讲例 13 解答
因此 (39) 对一切 n 成立.
例 13 中所用的归纳法值得仔细体会.
由 (39) 易知, 对 (a, b) 中任意 n 个数 x1, x2, · · · , xn 及任意正有理数 p1, p2, · · · , pn
（通常称为权），有

f
(p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn

p1 + p2 + · · ·+ pn

)
⩽ p1f(x1) + p2f(x2) + · · ·+ pnf(xn)

p1 + p2 + · · ·+ pn
. (41)

如果 f(x) 连续, 那么 p1, p2, · · · , pn 可取任意正实数.
(41) 通常称为琴生 (Jensen,1859—1925) 不等式.
类似地, 如果在 (a, b) 上,(38) 的不等号反向, 那么 f(x) 就称为凹函数, 对于凹函
数,(41) 的不等号反向.
对数函数 y = loga x ，在底 a > 1 时，是凹函数；在底 a < 1 时，是凸函数。二次函
数 y = ax2 + bx + c ，在 a > 0 时，是凸函数；在 a < 0 时，是凹函数。反比例函数
y = 1

x ，在区间 (0,+∞) 上是凸函数；在区间 (−∞, 0) 上是凹函数。一般地，如果
在区间 I 上，二阶导数 f′′(x) > 0(< 0) ，那么 f(x) 在 I 上是凸（凹）函数。



第 3 讲例 13 解答
凸函数与琴生不等式是证明不等式的有力工具, 但证明的套路比较固定, 所以竞赛中
并不常见. 因此本书不多涉及.



第 4 讲例 1
设

an = 4− 1

4− 1

4− 1

. . .4− 1
4︸ ︷︷ ︸

n terms

(n = 1, 2, . . . ),

：(a) an > 3 . (b) an 严格递减，即 an+1 < an(n = 1, 2, · · · ) .



第 4 讲例 1 解答
显然 a1 = 4 > 3, a2 = 4− 1

4 > 3 ，并且 a2 < a1 .
假设 an > 3, an > an+1 , 那么 an+1 = 4− 1

an
> 4− 1

3 > 3 ,

an+2 = 4− 1

an+1
< 4− 1

an
= an+1.

因此，对一切自然数 n ，(a)，(b) 均成立.
注 an 的极限为 2 +

√
3 .



第 4 讲例 2
a1 = 2, an+1 =

an
2 + 1

an
(n = 1, 2, · · · ) ，求证：

√
2 < an <

√
2 +

1

n . (1)



第 4 讲例 2 解答
由 A-G 不等式, 得 an+1 =

an
2 + 1

an
> 2
√

an
2 · 1

an
=

√
2 .

又设 (1) 式右边不等式成立, 则

an+1 =
an
2

+
1

an
<

√
2 + 1

n
2

+
1√
2
=

√
2 +

1

2n ⩽
√
2 +

1

n + 1
.

所以 (1) 式对一切自然数 n 成立.



第 4 讲例 3
（a）设正数 a1, a2, a3 满足

(a21 + a22 + a23)2 > 2(a41 + a42 + a43), (2)

求证: a1, a2, a3 一定是某个三角形的三条边长.

2. 设正数 a1, a2, · · · , an 满足(
a21 + a22 + · · ·+ a2n

)2
> (n − 1)

(
a41 + a42 + · · ·+ a4n

)
, (3)

其中 n ⩾ 3 . 求证: 这 n 个数中的任意三个均可作为某个三角形的边长.



第 4 讲例 3 解答
（a）由于 (参见第 1 讲例 4 的海伦-秦九韶公式)

0 <
(
a21 + a22 + a23

)2 − 2
(
a41 + a42 + a43

)
= (a1 + a2 + a3) (a1 + a2 − a3) (a2 + a3 − a1) (a3 + a1 − a2) ,

所以 a1, a2, a3 中最大的小于其他两个的和，这三个数可以作为一个三角形的边长.

2. 假设由 (3) 可以推出 (2). 考虑满足



第 4 讲例 3 解答(
a21 + a22 + · · ·+ a2n+1

)2
> n

(
a41 + a42 + · · ·+ a4n+1

)
(4)

的正数 a1, a2, · · · , an+1 ，我们要证明 (3) 成立.
记 A = a21 + a22 + · · ·+ a2n,B = a41 + a42 + · · ·+ a4n, (4) 就是(

A + a2n+1

)2
> n

(
B + a4n+1

)
. (5)

又 nB + na4n+1 = (n − 1)B + a4n+1 + B + (n − 1)a4n+1

⩾ (n − 1)B + a4n+1 + 2
√
(n − 1)Ba2n+1

=
[√

(n − 1)B + a2n+1

]2
.

(6)

由 (5)，(6) 得 A + a2n+1 ⩾
√
(n − 1)B + a2n+1

因此 (3) 成立. 由归纳假设,(2) 也成立.



第 4 讲例 4
设 a > 0，则 √

a +

√
2a +

√
3a + · · ·+

√
na <

√
a + 1. (7)



第 4 讲例 4 解答
我们用归纳法证明当 1 ⩽ k ⩽ n 时，√

ka +

√
(k + 1)a + · · ·+

√
na < 1 +

√
ka. (8)

当 k = n 时，(8) 显然成立. 假设√
(k + 1)a +

√
(k + 2)a + · · ·+

√
na < 1 +

√
(k + 1)a,

则
√

ka +
√

(k + 1)a + · · ·+
√

na <
√

ka + 1 +
√
(k + 1)a

<

√
ka + 1 + 2

√
ka = 1 +

√
ka.

因此, 对一切满足 1 ⩽ k ⩽ n 的自然数 k,(8) 式成立. 特别地, 在 k = 1 时得到 (7).
注这是归纳法的一种变形, 从某个 n 起倒推至 1.



第 4 讲例 5
已知 a0 = 1

2 , ak+1 = ak +
1
na2k(1 ⩽ k ⩽ n) ，证明

1− 1

n < an < 1. (9)



第 4 讲例 5 解答
与数列有关的不等式, 常用数学归纳法证明, 上面已经举了几个例子. 现在的 (9) 则
相当难证. 困难在于对 k 进行归纳时 (n 是定值), 没有现成的关于 ak 的不等式可以
作为归纳假设 (用 1− 1

k < ak < 1 是无法得出 1− 1
k+1 < ak+1 < 1 的), 需要我们自

己去摸索.
先考虑上界, 由于 a1 = 1

2 + 1
4n = 2n+1

4n ,

a2 =
a1
n (n + a1),

我们希望 a1 的上界以 n 为因数 (从而a1
n
) 的 “分母” n 可以约去). 直接将 a1 = 2n+1

4n
代入实在太复杂了, 以后的迭代无法进行. 与 2n+1

4n 相近的、分子为 n 的上界以
n

2n−1 为好, 简单、自然. 这时 a2 < 1
2n−1

(
n + n

2n−1

)
= 2n2

(2n−1)2
< n

2n−2 . 最后一步仍
是为了简单: 分子、分母均为 n 的一次式, 分子与 a1 的上界 n

2n−1 的分子保持一致.



第 4 讲例 5 解答
由 a1 < n

2n−1 , a2 <
n

2n−2 , 我们猜测

ak <
n

2n − k . (10)

将 (10) 作为归纳假设, 则 ak+1 =
ak
n (n + ak) <

1
2n−k

(
n + n

2n−k

)
=

n(2n − k + 1)

(2n − k)2 <
n

2n − k − 1
.

于是 (10) 对于 1 ⩽ k ⩽ n 均成立. 特别地, 在 k = n 时, an < n
2n−n = 1 .

再考虑下界. 一个理想的候选者是 n−1
2n−k , 它在 n = k 时恰好为 1− 1

n . 然而



第 4 讲例 5 解答
经过尝试, 不能顺利通过归纳这一关. 如果从失败中总结经验, 就会想到 n-1 必须换
为比 n 大的 n + 1 , 从而分母 2n-k 应相应地换为 2n − k + 2 (不能用 2n − k + 1 , 因
为 n+1

2n−k+1 大于上界 n
2n−k ). 即猜测

ak >
n + 1

2n − k + 2
. (11)

假设 (11) 成立, 则

ak+1 = ak +
1
na2k > n+1

2n−k+2 + 1
n

(
n+1

2n−k+2

)2
= n+1

2n−k+1 − n+1
(2n−k+1)(2n−k+2) +

1
n

(
n+1

2n−k+2

)2
= n+1

2n−k+1 + n+1
(2n−k+2)2

·
(

n+1
n − 2n−k+2

2n−k+1

)
> n+1

2n−k+1 .



第 4 讲例 5 解答
于是 (11) 对一切 1 ⩽ k ⩽ n 均成立. 特别地, 在 k = n 时,

an >
n + 1

n + 2
= 1− 1

n + 2
> 1− 1

n .



第 4 讲例 6
设 x 为正数, [x] 表示 x 的整数部分. 证明:

[x] + [2x]
2

+ · · ·+ [nx]
n ⩽ [nx]. (12)



第 4 讲例 6 解答
这是一道美国数学奥林匹克的试题, 原来的解答极为复杂, 上海的赵斌先生给出了一
个非常漂亮的证明. 他采用了数学归纳法, 令

ak = [x] + [2x]
2

+ · · ·+ [kx]
k . (13)

假设结论在 n<k 时成立, 即 a1 ⩽ [x] ,

a2 ⩽ [2x],

••••••
ak−1 ⩽ [(k − 1)x].

相加得 a1 + a2 + · · ·+ ak−1 ⩽ [x] + [2x] + · · ·+ [(k − 1)x]. (14)
由定义 (13)，得 k(ak − ak−1) = [kx] ,

(k − 1) (ak−1 − ak−2) = [(k − 1)x],



第 4 讲例 6 解答
• • • • • •

1 · a1 = [x].

相加得 kak − ak−1 − · · · − a1 = [kx] + [(k − 1)x] + · · ·+ [x]. (15)
由 (14)，(15) 得

kak ⩽ [kx] + [(k − 1)x] + · · ·+ [x] + [x] + [2x] + · · ·+ [(k − 1)x],

因为 [ix] + [(k − i)x] = [[ix] + (k − i)x] ⩽ [ix + (k − i)x] = [kx] ，所以

kak ⩽ [kx] + [kx] + · · ·+ [kx] = k[kx],

即 ak ⩽ [kx].
从而 (12) 成立.



第 4 讲例 7
已知数列 {rn} 满足 r1 = 2, rn = r1r2 · · · rn−1 + 1(n = 2, 3, · · · ) ，自然数
a1, a2, · · · , an 满足

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
< 1, (16)

求证： 1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

⩽ 1
r1 + 1

r2 + · · ·+ 1
rn
. (17)



第 4 讲例 7 解答
由 {rn} 的定义, 容易看出 (或用归纳法证明)

1− 1

r1
− 1

r2
− · · · − 1

rn
=

1

r1r2 · · · rn
. (18)

当 1
a1

< 1 时, 自然数 a1 ⩾ 2 = r1 , 所以 1
a1

⩽ 1
r1 . 假设在 n < k 时,(17) 对一切满足

(16) 的自然数 a1, a2, · · · , an 成立. 如果在 n=k 时, 有一组满足 (16) 的自然数
a1, a2, · · · , an , 使得

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
>

1

r1
+

1

r2
+ · · ·+ 1

rn
, (19)

那么 (不妨设 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an ) 由归纳假设
1

a1
⩽ 1

r1
,



第 4 讲例 7 解答
1

a1
+

1

a2
⩽ 1

r1
+

1

r2
,

• • • • • •
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an−1
⩽ 1

r1
+

1

r2
+ · · ·+ 1

rn−1
.

将以上各式分别乘以非正数 a1 − a2, a2 − a3, · · · , an−1 − an ; 将 (19) 乘以 an , 然
后相加得 n > a1

r1 + a2
r2 + · · ·+ an

rn
. 于是, 由 A-G 不等式得

1 >
1

n

(
a1
r1

+
a2
r2

+ · · ·+ an
rn

)
⩾ n

√
a1a2 · · · an
r1r2 · · · rn

,

即 r1r2 · · · rn ⩾ a1a2 · · · an. (20)
另一方面，正数 1−

(
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

)
⩾ 1

a1a2...an
.

所以由 (18)，(19) 得 1
r1r2···rn

⩾ 1
a1a2···an

,
即 r1r2 . . . rn ⩽ a1a2 . . . an,



第 4 讲例 7 解答
与 (20) 矛盾.
因此，(19) 不成立. 从而对一切自然数 n 及满足 (16) 的自然数 a1, a2, · · · , an ，(17)
成立.
注可进一步推出 (17) 的等号当且仅当 {a1, a2, · · · , an} = {r1, r2, · · · , rn} 时成立.
例 7 原是厄迪斯的一个猜想. 上面的解法是宁波大学陈计先生给出的, 在归纳法中
使用反证法 (相当于增添条件 (19)), 极具巧思, 值得仔细玩味.



第 4 讲例 8
a1, a2, · · · , an 为两两不等的自然数，并且所有的差 |ai − aj| (1 ⩽ i < j ⩽ n) 互不相
等. 证明

n∑
i=1

ai ⩾
1

6
n(n2 + 5). (21)



第 4 讲例 8 解答
显然 a1 ⩾ 1 . 假设 (21) 对 n 成立. 考虑 n + 1 个符合题设条件的自然数

a1 < a2 < · · · < an+1.

每一对 ai, aj 有一个差，共 C2
n+1 个差. 这些差 |ai − aj| ⩽ an+1 − a1 . 因此，

an+1 ⩾ a1 + C2
n+1 (22)

(否则由抽屉原理, 有两个差相等).
由 (21)，(22) 得 ∑n+1

i=1 ai+1 ⩾ 1 + C2
n+1 +

1
6n(n2 + 5)

=
1

6
(n + 1)[(n + 1)2 + 5].

从而 (21) 对一切自然数 n 成立.
注若题中 ai 均限制为奇数，则

∑n
i=1 ai ⩾ 1

3n(n2 + 2) .



第 4 讲例 9
求 c 的最小值, 使得

√x1 +
√x2 + · · ·+

√xn ⩽ c
√

x1 + x2 + · · ·+ xn (23)

对一切满足 x1 + x2 + · · ·+ xi ⩽ xi+1(i = 1, 2, · · · ,n − 1) 的正数 x1, x2, · · · , xn 均成
立.



第 4 讲例 9 解答
重要的是定出 c 的值.
取 xk = 2k, k = 1, 2, · · · ,n ，则

√x1 +
√x2 + · · ·+√xn√

x1 + x2 + · · ·+ xn
=

(
√
2)n+1 − 1√
2− 1

· 1√
2n+1 − 1

.

当 n → +∞ 时，上式 1√
2−1

=
√
2 + 1. 因此 c ⩾

√
2 + 1.

在 c =
√
2 + 1 时，显然 √x1 < c√x1 . 设对于 n ，(23) 成立. 则

√x1 +
√x2 + · · ·+√xn +

√xn+1

⩽ c
√

x1 + x2 + · · ·+ xn +
√xn+1

= c√x1 + x2 + · · ·+ xn+1 + c(
√

x1 + x2 + · · ·+ xn −
√x1 + x2 + · · ·+ xn+1)

+
√xn+1

= c√x1 + x2 + · · ·+ xn+1 +
√xn+1 − c · xn+1√x1+···+xn+1+

√
x1+···+xn

⩽ c√x1 + x2 + · · ·+ xn+1 +
√xn+1 − c · xn+1

(
√
2+1)

√xn+1

⩽ c√x1 + x2 + · · ·+ xn+1.



第 4 讲例 9 解答
因此,

√
2 + 1 就是所求的最小值.



第 4 讲例 10
证明: 对一切自然数 n,

1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
< 2. (24)



第 4 讲例 10 解答
直接用归纳法不能奏效. 但更强的结论

1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
⩽ 2− 1

n (25)

却不难用归纳法推出 (请读者自己补出证明), 从而 (24) 也随之成立.
先将结论加强, 再用归纳法, 反而好证. 这是因为结论加强了, 归纳假设 (我们可以利
用的条件) 也加强了.



第 4 讲例 11
b1 = 100, bn+1 = 100bn(n = 1, 2, · · · ) . a1 = 3, an+1 = 3an(n = 1, 2, · · · ) . 求满足
bm > a100 的最小正整数 m.



第 4 讲例 11 解答
显然 100 > 33 ，所以 bn > an+1 。另一方面，我们可以证明

an+2 > bn. (26)

从而所求的 m = 99.
但 (26) 不能直接用归纳法证明, 需要先加强为

an+2 > 5bn. (27)

在 (27) 成立时，
an+3 = 3an+2 > 35bn = 243bn > 2bn · 100bn

= 2bn · bn+1 > 5bn+1.

所以 (27) 对一切 n 成立.



第 4 讲例 12
在 △ABC 中, ∠C = 90◦ . P1,P2, · · · ,Pn 是这三角形中任意给定的点. 证明可以将
这 n 个点重新编号, 使得

P1P2
2 + P2P2

3 + · · ·+ Pn−1P2
n ⩽ AB2. (28)



第 4 讲例 12 解答
将 (28) 加强为

AP2
1 + P1P2

2 + P2P2
3 + · · ·+ Pn−1P2

n + PnB2 ⩽ AB2. (29)

n = 0 时，(29) 显然成立. 设在 n < k 时，(29) 成立. 考虑 k 个点
作斜边上的高 CD . 如果 k 个点不全在 △ACD 中, 也不全在 △BCD 中, 那么由归
纳假设可以将它们编上号, 使得

AP2
1 + P1P2

2 + · · ·+ Ph−1P2
h + PhC2 ⩽ AC2, (30)

CP2
h+1 + Ph+1P2

h+2 + · · ·+ Pk−1P2
k + PkB2 ⩽ BC2. (31)

这里 P1,P2, · · · ,Ph 在 △ACD 中，Ph+1,Ph+2, · · · ,Pk 在 △BCD 中.
由于 ∠PhCPh+1 < ∠ACB = 90◦ ，所以

PhC2 + CP2
h+1 > PhP2

h+1. (32)



第 4 讲例 12 解答
将 (30)，(31) 相加并利用 (32) 得

AP2
1 + P1P2

2 + · · ·+ Ph−1P2
h + PhP2

h+1 + Ph+1P2
h+2 + · · ·+ Pk−1P2

k + PkB2

⩽ AC2 + BC2 = AB2.

即 (29) 对 n=k 仍然成立.
如果 k 个点全在 △ACD 或 △BCD 中, 作斜边上的高将这个三角形分为两个直角三
角形, 如此继续下去, 终会化为前面所说的情况, 细节请读者自己补出.
最后, 我们介绍一个不等式, 虽然不全用归纳法来证明, 但反复进行迭代, 亦颇有趣.



第 4 讲例 13
设 x1, x2, · · · 为正实数，并且

xn
n =

n−1∑
j=0

xj
n,n = 1, 2, 3, . . . , (33)

对所有 n
2− 1

2n−1
< xn < 2− 1

2n . (34)



第 4 讲例 13 解答
n = 1 时, xn = 1 , 结论显然. 以下设 n > 1, 并将 xn 改写为 x.
显然 x ̸= 1 . (33) 即 xn = xn−1

x−1 , 从而

xn+1 − 2xn + 1 = 0. (35)

由 (35) 得 xn(2− x) = 1 ，可见 x < 2，从而

1 = xn(2− x) < 2n(2− x),

x < 2− 1

2n .

这样, 由一个平凡的上界 2, 经过一次迭代产生更好的上界 2− 1
2n .

下界可用同样的手法. 首先 x < 1 时, xn(2− x) < x(2− x) < 1 . 所以 x > 1 . 但用
x = 1 这个下界迭代并不能产生新的下界.



第 4 讲例 13 解答
我们指出 2− 2

n+1 是下界. 若 x < 2− 2
n+1 , 则 x

n < 2− x , 从而
x
n(2− x) > 1

n
(
2− x + x−1

n
)

(两个正数的和为定值, 小的越小, 两数的积越小), 即
x(2− x) > 2− x + x−1

n . 反复用这一手法, 得

xn(2− x) > xn−1

(
2− x + x − 1

n

)
> · · · > 2− x + x − 1

n · n = 1.

与 (35) 矛盾. 所以 x ⩾ 2− 2
n+1 . 从而 1 = xn(2− x) ⩾

(
2− 2

n+1

)n
(2− x) , 即

1

2n ⩾
(
1− 1

n + 1

)n
(2− x). (36)

用归纳法易知 x > -1 时，
(1 + x)n ⩾ 1 + nx, (37)

这称为贝努里 (Bernoulli) 不等式 (更一般的形式见下节例 2).



第 4 讲例 13 解答
用贝努里不等式 (或上面所用的方法), 由 (36) 得 n ⩾ 4 时,

1

2n ⩾
(
1− n

n + 1

)
(2− x) > 1

4
(2− x),

从而 x ⩾ 2− 1
2n−2 .

2− 1
2n−2 还不是所希望的下界. 再迭代一次

1 = xn(2− x) ⩾
(
2− 1

2n−2

)n
(2− x),

即 1
2n ⩾

(
1− 1

2n−1

)n
(2− x),

再用贝努里不等式 1
2n ⩾

(
1− n

2n−1

)
(2− x)

⩾
[
1− 1

2 · n
1+(n−2)+1

]
(2− x)

= 1
2(2− x).



第 4 讲例 13 解答
从而 x ⩾ 2− 1

2n−1 .
这正是所希望的下界.
剩下 n = 2, 3 的情况.
n = 3 时，x4 − 2x3 + 1 = (x − 1)(x3 − x2 − x − 1) 若 x ⩽ 7

4 = 2− 1
22
，则

x3 − x2 − x − 1 ⩽
(
7
4 − 1

)
x2 − x − 1 ⩽ 3

4

(
7
4 − 1

)
x − 1

⩽ 9
16 × 7

4 − 1 < 0.

因此必有 x > 2− 1
22

n = 2 时，x3 − 2x2 + 1 = (x − 1)(x2 − x − 1) = 0, x =
√
5+1
2 > 2− 1

2 .



第 5 讲例 1
求 sin x

2 + 2
sin x(x ∈ (0, π)) 的最小值.



第 5 讲例 1 解答
函数 f(t) = t

2 + 2
t (t ∈ (0, 1]) 的导数

f′(t) = 1

2
− 2

t2 =
t2 − 4

2t2 < 0,

所以 f(t) 严格递减. f(t) 的最小值为 f(1) = 5
2 .

从而 sin x
2 + 2

sin x 的最小值为 5
2 ，在 x = π

2 时取得.
本题改用 t(= sin x) 为自变量, 函数及导函数的表达式均比较简单.
注意不可由 sin x

2 + 2
sin x ⩾ 2

√
sin x
2 · 2

sin x = 2 ，贸然认定最小值为 2. 如不用导数，可
由 ( sin x

2 + 2
sin x
)2

= 4 +
(

2
sin x − sin x

2

)2 ⩾ 4 +
(
2
1 − 1

2

)2
= 25

4 得出结果.



第 5 讲例 2
证明: 在 x > −1 时, 对于 0 < α < 1 , 有

(1 + x)α ⩽ 1 + αx, (1)

而在 α < 0 或 α > 1 时，(1) 中不等号反向（贝努里不等式）.



第 5 讲例 2 解答
令 f(x) = (1 + x)α − 1− αx ，则

f′(x) = α(1 + x)α−1 − α, (2)

f′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2. (3)

对于 0 < α < 1, f′′(x) < 0 ，所以 f′(x) 递减。因为 f′(0) = 0 ，所以在 x > 0 时，
f′(x) < 0, f(x) 递减。f(x) ⩽ f(0) = 0 。在 x < 0 时，f′(x) > 0, f(x) 递增，
f(x) ⩽ f(0) = 0 。即 (1) 成立（f(0) 是 f(x) 的最大值）。
同样, 可得 α < 0 与 α > 1 时,(1) 中不等号反向.

α = 0与α = 1时, f(x) = 0.

利用导数可以处理一般的实数指数的问题. 不用导数, 往往只能处理整数指数或有理
数指数的情况. 例如贝努里不等式, 用归纳法只能处理 α 为正整数 n 的情况 (参见
第 4 讲 (37) 式).
多个变量的函数, 有时可对各个变量逐一处理.



第 5 讲例 3
已知 x, y, z ∈ R+ . 求证:

xyz
(1 + 5x)(4x + 3y)(5y + 6z)(z + 18)

⩽ 1

5120
. (4)



第 5 讲例 3 解答
对函数 f(t) = t

(at+b)(ct+d) , t ∈ R+, a, b, c, d > 0 求导，得

f′(t) = (at + b)(ct + d)− t(2act + bc + ad)
(at + b)2(ct + d)2 =

bd − act2
(at + b)2(ct + d)2 .

当 t =
√

bd
ac 时，f(t) 取得最大值 1

(
√

ad+
√

bc)2 .
固定 y，对 x 的函数 g(x) = x

(1+5x)(4x+3y) 用上面的结果 (a = 5, b = 1, c = 4, d = 3y)，
得

x
(1 + 5x)(4x + 3y) ⩽ 1

(
√
15y + 2)2

. (5)

同样, 对 z 的函数有
z

(5y + 6z)(z + 18)
⩽ 1

(
√
5y + 6

√
3)2

. (6)



第 5 讲例 3 解答
由 (5)，(6) 并对 √y 的函数再一次用上面的结果得
(4) 式左边 ⩽ y

(
√
15y+2)2(

√
5y+6

√
3)2

=
[ √y
(
√
15y+2)(

√
5y+6

√
3)

]2
⩽
[

1

(
√

18
√
5+
√

2
√
5)2

]2
= 1

5120 .



第 5 讲例 4
已知数列 {an} 满足条件

a1 =
21

16
, (7)

2an − 3an−1 =
3

2n+1
,n ⩾ 2. (8)

设 m 为正整数, m ⩾ 2 . 证明: 当 n ⩽ m 时,

(
an +

3

2n+3

) 1
m

m −
(
2

3

) n(m−1)
m

 <
m2 − 1

m − n + 1
. (9)

(2005 年中国数学奥林匹克试题, 朱华伟提供)



第 5 讲例 4 解答
本题当然是先求出 {an} 的通项. 由 (8) 得

2

(
an +

3

2n+3

)
= 3

(
an−1 +

3

2n+2

)
,

从而 an + 3
2n+3 =

(
3
2

)n−1 (a1 + 3
16

)
=
(
3
2

)n
.

于是 (9) 化为 (
3
2

) n
m

[
m −

(
2
3

) n(m−1)
m

]
< m2−1

m−n+1 . (10)

在 n ⩾ 2 时，(10) 可加强为 (
3

2

) n
m
· m ⩽ m2 − 1

m − n + 1
. (11)

(11) 的证明如下：
设 f(n) =

(
3
2

) n
m (m − n + 1) . 在 n < m 时, f(n)

f(n+1) =
(
2
3

) 1
m · m−n+1

m−n .



第 5 讲例 4 解答
因为

(
1 + 1

m−n

)m
>
(
1 + 1

m
)m

> 1 + m · 1
m = 2 > 3

2 ,

所以 f(n) > f(n + 1)

由于 f(n) 递减，要证 (11)，只需证 f(2) < m2−1
m ，即(

3

2

) 2
m
⩽ m + 1

m . (12)

因为 (m+1
m
)m ⩾ 1 + m · 1

m + m(m−1)
2 ·

(
1
m
)2

= 5
2 −

1
2m ⩾ 9

4 ，所以 (12) 成立，(11) 也
随之成立.
当 m = n ⩾ 2 时，易证 (11) 成立.
容易看出, 当且仅当 m = n = 2 时,(11) 中等号成立.
于是, 剩下的问题是证明 n = 1 时, 式 (10) 成立, 即(

3

2

) 1
m
[

m −
(
2

3

)m−1
m
]
<

m2 − 1

m . (13)



第 5 讲例 4 解答
为了证明 (13)，考虑关于 t 的二次函数 y = mt − 2

3 t2
这个函数在 t ⩽ 3

4m 时递增，而(
1 +

1

2m

)m
> 1 + m · 1

2m =
3

2
,

得 (
3
2

) 1
m < 1 + 1

2m ,

1 +
1

2m < 1 +
1

2
⩽ 3

4
m,

所以 m
(
3
2

) 1
m − 2

3

(
3
2

) 2
m

< m
(
1 +

1

2m

)
− 2

3

(
1 +

1

2m

)2



第 5 讲例 4 解答
< m +

1

2
− 2

3
− 2

3m

= m − 1

m +
1

3m − 1

6
⩽ m2 − 1

m .

因此 (13) 成立.
在上面的证明中，n 为正整数，这与原来的题意相符。其实，不等式 (10) 对一切满
足 1 ⩽ n ⩽ m 的实数 n 均成立（m 为大于或等于 2 的实数）。上面的解答需要略加
修改。
关于 f(n) 的单调性, 应当利用导数

f′(n) = −
(
3
2

) n
m + (m − n + 1)

(
3
2

) n
m · 1

m ln 3
2

=
(
3
2

) n
m
(m−n+1

m ln 3
2 − 1

)
<
(
3
2

) n
m
(
ln 3

2 − 1
)
< 0.



第 5 讲例 4 解答
而在 1 ⩽ n ⩽ 2 时，应当先证明

g(n) = (m + 1− n)
(
3

2

) n
m

m −
(
2

3

) n(m−1)
m


是单调递减的 (从而, 问题化为 (11) 的证明). 这也要利用导致: 因为

g′(n) = −
[(

3
2

) n
m · m −

(
2
3

) n(m−2)
m

]
+(m − n + 1) ·

[(
3
2

) n
m +

(
2
3

) n(m−2)
m · m−2

m

]
ln 3

2 ,

于是 g′(n) < 0

⇐ m
(
3

2

) n
m
(
1− ln 3

2

)
> (m − 2)

(
2

3

) n(m−2)
m

ln 3

2
+

(
2

3

) n(m−2)
m



第 5 讲例 4 解答
⇐ m

(
1− ln 3

2

)
> (m − 2)

(
2

3

) n(m−2)
m

ln 3

2
+

(
2

3

) n(m−2)
m

⇐ m
(
1− ln 3

2

)
> (m − 2) ln 3

2
+ 1

⇐ m
(
1− 2 ln 3

2

)
> 1− 2 ln 3

2
,

而 1− 2 ln 3
2 > 0

(
e = 2.718 · · · >

(
3
2

)2
= 2.25

)
，所以上面最后的不等式成立。从而

g(n) 递减。
题时, 可以考虑问题的推广与加强, 做得比要求更多一些.



第 5 讲例 4 解答
两个变量之间如果有条件相关联, 那么实际是一个变量. 但在对一个变量求导时, 不
要忘记另一个变量是它的函数, 也必须求导. 复合函数的求导法则是
(f(g(x)))′ = f′(g(x)) · g′(x) . 特别常用的是 (f(ax + b))′ = af′(ax + b) ,(

f
(a

x

))′
= f′

(a
x

)(
− a

x2
)
.



第 5 讲例 5
已知 a, b 为正数, 并且

a + b = 2, (14)

求证: 在 n > 1 时,
an + bn ⩾ 2. (15)



第 5 讲例 5 解答
在 a = b = 1 时, 显然 an + bn = 2 .
不妨设 a ⩾ 1 ⩾ b . an + bn = an + (2− a)n = f(a) 是 a 的函数.

f′(a) = nan−1 − nbn−1 = n
(
an−1 − bn−1

)
⩾ 0,

所以 f(a) 递增, f(a) ⩾ f(1) = 2 . 即 (15) 式成立.
本题的 n，如果是自然数，可以不用导数来证明。但如果 n 是一般的实数，那么导
数的利用就是非常必要了。
对于三个或更多个变量的条件不等式, 可以固定其中一些变数, 化为一元函数. 再经
过调整得出所需要的结果.



第 5 讲例 6
已知 a, b, c 为非负实数，且 a + b + c = 1 . 求证：

(1− a2)2 + (1− b2)2 + (1− c2)2 ⩾ 2.



第 5 讲例 6 解答
注意到, 在 a = 1, b = c = 0 时, 所证不等式成立. 不妨设 a ⩾ b ⩾ c . 固定 b , 则
c = 1− b − a 是 a 的函数.
考虑 a 的函数 f(a) = (1− a2)2 + (1− b2)2 + (1− c2)2 ，有
f(a) 递减 ⇔ f′(a) ⩽ 0

⇔ −a(1− a2) + c(1− c2) ⩽ 0
⇔ (a − c)

(
a2 + ac + c2 − 1

)
⩽ 0

⇔ a2 + ac + c2 − 1 ⩽ 0
⇐ (a + c)2 ⩽ 1.

最后的不等式显然成立. 所以, f(a) 递减. 可以使 a 增大 c 减小 (a + c 保持不变), 而
f(a) 一直减小, 直至 c 减小至 0. 于是, (1− a2)2 + (1− b2)2 + (1− c2)2 减少为
(1− a2)2 + (1− b2)2 + 1 (其中 a + b = 1 ).
对函数 φ(a) = (1− a2)2 + (1− b2)2 + 1(a + b = 1) 采用同样的做法 (前面的 c 换成
b，可知 φ(a) 递减. 所以，φ(a) ⩾ (1− 12)2 + (1− 02)2 + 1 = 2 .



第 5 讲例 6 解答
因此，所证不等式成立.
由例 6 可以看出, 利用导数调整的步骤是:
（i）选定目标，也就是不等式中等号成立（函数取最大值或最小值）的情况；
（ii）固定一些变量，使函数成为一元函数；
（iii）确定调整方向，也就是应证明该一元函数递增或递减；
（iv）利用导数证明函数递增或递减，从而使一个变量调整到所需要的值；
（V）继续采取上面的做法，直至使各个变量都调整到所需要的值.



第 5 讲例 7
已知 x, y, z ∈ R+ ，且 xyz = 1。求证：

1√
1 + x

+
1√
1 + y +

1√
1 + z

⩽ 3
√
2

2
. (16)



第 5 讲例 7 解答
不妨设 x ⩾ y ⩾ z .
当 y<2 时, 固定 x, 则 z = 1

xy .
函数 f(y) = 1√

1+x + 1√
1+y + 1√

1+z 递减

⇔ f′(y) ⩽ 0

⇔ − 1

(1 + y) 3
2

+
1

(1 + z) 3
2

· 1

xy2 ⩽ 0

⇔ y2
(1 + y)3 ⩾ z2

(1 + z)3

⇐ y2
(1+y)3 递增 ⇔

(
y2

(1+y)3
)′

⩾ 0

⇔ 2y(1 + y)− 3y2 = y(2− y) ⩾ 0.



第 5 讲例 7 解答
最后一个不等式显然成立. 因此, f(y) 递减. 此时, 可增大 z 减小 y, 直至 y = z.
当 y ⩾ 2 时, 固定 z, 则 x = 1

yz .
函数 φ(y) = 1√

1+x + 1√
1+y + 1√

1+z 递减

⇔ φ′(y) ⩽ 0

⇔ · · · (前面的 z 换成 x)

⇔ y2
(1 + y)3 ⩾ x2

(1 + x)3

⇐ y2
(1+y)3 递减

⇔
(

y2
(1 + y)3

)′
⩽ 0

⇔ y(2− y) ⩽ 0.



第 5 讲例 7 解答
最后一个不等式显然成立. 因此, φ(y) 递减. 此时, 可减小 y 增大 x , 直至 y = 2 . 再
用前面的方法调整使 y = z . 于是, 式 (16) 化为

1√
1 + x

+
2√
1 + y ⩽ 3

√
2

2
(xy2 = 1, y ⩽ x).

函数 h(y) = 1√
1+x + 2√

1+y 递增
⇔ h′(y) ⩾ 0

⇔ 1

(1 + x) 3
2

· 1

y3 − 1

(1 + y) 3
2

⩾ 0

⇔ y−2(1 + y) ⩾ 1 + x
⇔ x(1 + y) ⩾ 1 + x
⇔ xy ⩾ 1.

因为 y ⩽ x, xy2 = 1 ，所以 y ⩽ 1, xy ⩾ 1 。h(y) 递增。可使 y 增大 x 减小，直至 x
= y = 1。在这个过程中，h(y) 一直增加，直至取得最大值 3

√
2

2 。



第 5 讲例 8
已知 x, y, z ∈ R+ ∪ {0} , 且 x + y + z = 1 . 求证:∑(

20

15− 9x2 − 9x2
)

⩽ 9

7
.



第 5 讲例 8 解答
当 x = y = z = 1

3 时，等号成立.∑
(−9x2) 在 x = y = z = 1

3 时，取得最大值，但
∑ 20

15−9x2 却不是在 x = y = z = 1
3

时，取得最大值. 这一点先说明如下：
不妨设 x ⩾ y ⩾ z . 固定 y , 则 z = 1− y − x .
函数 f(x) =

∑ 20
15−9x2 递增

⇔ f′(x) ⩾ 0
⇔ x

(15−9x2)2 − z
(15−9z2)2 ⩾ 0.

由于 x ⩾ z, 15− 9x2 ⩽ 15− 9z2 ，所以，最后一个不等式成立。从而，f(x) 递增。
因此, 可使 x 增大 z 减小, 直至 z 变为 0. 在这个过程中,

∑ 20
15−9x2 一直增加. 同样,

可使 x 增大 y 减小, 直至 y 也变为 0, x 变为 1. 所以,∑ 20

15− 9x2 ⩽ 20

15− 9
+

20

15
+

20

15
= 6.



第 5 讲例 8 解答
最大值 6 在 x = 1, y = z = 0 时取得.
因为 ∑ 20

15−9x2 ⩽ 6 ，所以，在 9
∑

x2 ⩾ 33
7 = 6− 9

7 时，所证不等式成立.
设 9

∑
x2 < 33

7 (< 5) .
不妨设 x ⩾ 1

3 ⩾ z . 固定 y , 则 z = 1− y − x .
函数 F(x) =

∑(
20

15−9x2 − 9x2
)
递减

⇔ F′(x) < 0
⇔ 20x

(15−9x2)2 − x − 20z
(15−9z2)2 + z < 0

⇐
(

20x
(15−9x2)2 − x

)′
< 0

⇔ 20(15 + 27x2)− (15− 9x2)3 < 0.

因为 15− 9x2 > 15− 5 = 10 ，所以，
(15− 9x2)3 − 20(15 + 27x2) > 100(15− 9x2)− 20(15 + 27x2)
= 20(60− 72x2) > 20(60− 8× 5) > 0.



第 5 讲例 8 解答
于是，F(x) 递减. 可调小 x 增大 z，直至 x 或 z 成为 1

3 . 在此过程中，F(x) 一直增
加.
不妨设 z = 1

3 ，又设 x ⩾ 1
3 ⩾ y. 继续采用上面的做法，便知所证不等式成立，其中

等号仅在 x = y = z = 1
3 时成立.

本例不适合用琴生不等式证明. 因为函数 g(x) = 20
15−9x2 − 9x2 并非凸函数, 它的二阶

导数与上面的 20(15 + 27x2)− (15− 9x2)3 只差一个正因子. 而
20(15 + 27x2)− (15− 9x2)3 并不恒负, 例如, x = 1 或接近 1 时, 即取正值.



第 5 讲例 9
给定正整数 n. 求最小的正数 λ ，使对任何 θi ∈

(
0, π2

)
(i = 1, 2, · · · ,n) ，只要

tan θ1 · tan θ2 · · · · · tan θn = 2
n
2 , (17)

就有
cos θ1 + cos θ2 + · · ·+ cos θn ⩽ λ. (18)

(2003 年 CMO 试题, 黄玉民提供)



第 5 讲例 9 解答
当 n = 1 时, cos θ1 = (1 + tan2 θ1)

− 1
2 =

√
3
3 , λ =

√
3
3 .

设 n ⩾ 2 . 令 xi = tan2 θi(1 ⩽ i ⩽ n) ，则题设条件变为

x1x2 . . . xn = 2n. (19)

要求最小的 λ ，使 ∑ 1√
1+xi

⩽ λ .
不妨设 x1, x2, · · · , xn 中 x1 最大，则由式 (19) 有 x1 ⩾ 2 .
若 x2 ⩾ 2 ，则与例 7 中 y ⩾ 2 的情况完全一样（x 即 x1, y 即 x2 ），可以得出∑ 1√

1+xi
= φ(x2) 递减。从而，可调小 x2 直至 x2 = 2 ，这时，φ(x2) 一直增加。因

此，可设 x2 ⩽ 2 ，同样，可设 x3 ⩽ 2, x4 ⩽ 2, · · · , xn ⩽ 2 。再由例 7 中 y ⩽ 2 的情
况，可逐步调整，使得 x2, x3, · · · , xn 都调成

(
2n

x1

) 1
n−1 。于是，只须求最小的 λ ，使

g(y) = 1√
1 + x

+
n − 1√
1 + y ⩽ λ,



第 5 讲例 9 解答
其中 x ⩾ 2 ⩾ y, xyn−1 = 2n .

g′(y) = −(n−1)

2(1+y)
3
2
+ 1

2(1+x)
3
2
· (n−1)2n

yn

= n−1
2y

[
x√

(1+x)3
− y√

(1+y)3

]
.

g(y) 递增 ⇔ g′(y) ⩾ 0

⇔ x2
(1+x)3 ⩾ y2

(1+y)3
⇔ x2(1 + y)3 − y2(1 + x)3 ⩾ 0.

当 n = 2 时，xy = 22

y2
[
x2(1 + y)3 − y2(1 + x)3

]
= 42(1 + y)3 − y(y + 4)3

= (2 + y)(2− y)3
⩾ 0.



第 5 讲例 9 解答
所以，g(y) 递增.
因此，最大值为 g(2) = 2√

3
，即 λ = 2√

3
.

当 n ⩾ 3 时，xyn−1 = 2n

y3n−5
[
x2(1 + y)3 − y2(1 + x)3

]
= 22nyn−3(1 + y)3 −

(
yn−1 + 2n)3

= (2n − yn)
(
y2n−3 + 2nyn−3 + 3 · 2nyn−2 − 22n)

⩽ (2n − yn)(22n−3 + 22n−3 + 3 · 22n−2 − 22n)
= 0.

所以，g(y) 递减.
当 y → 0 时, g(y) → n − 1 , 即 λ = n − 1 .



第 5 讲例 10
设 a, b ∈ (0, 1) . 证明：

aa + bb ⩾ ab + ba. (20)



第 5 讲例 10 解答
指数是实数, 而不是整数, 通常 “初等方法” 难以奏效, 也就是必须利用导数.
不妨设 a ⩾ b ，考虑函数 f(x) = xb − xa . (20) 即

bb − ba ⩾ ab − aa, (21)

因此, 我们希望 f(x) = xb − xa 在 x ⩾ b 时是减函数 (从而由 a ⩾ b , (21) 成立). 求导

f′(x) =
(

xb − xa
)′

= bxb−1 − axa−1 = axb−1

(
b
a − xa−b

)
. (22)

在 x ⩾
( b

a
) 1

a−b 时，f′(x) ⩽ 0 ，函数 f(x) = xb − xa 递减（在 x =
( b

a
) 1

a−b 时，函数取
最大值）.
因此, 只需证明 b ⩾

( b
a
) 1

a−b . (23)

(23) ⇔ b
a ⩽ ba−b



第 5 讲例 10 解答
⇔ b ⩽ a

1
1−a+b . (24)

而由贝努里不等式
a

1
1−a+b = [1− (1− a)]

1
1−a+b

⩾ 1− (1− a) · 1

1− a + b , (25)

因此
(24) ⇐ 1− (1− a) · 1

1− a + b ⩾ b

⇔ (1− b)(1 + b − a) ⩾ 1− a (26)
⇔ 1− b2 − a + ab ⩾ 1− a

⇔ a ⩾ b. (27)
最后一个不等式显然成立, 因此本题结论成立.
我们用 xb − xa 而不用 bx − ax ，因为前者的导数较为简单，后者将产生对
数函数等超越函数, 难以处理.
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