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摘要

本文整理一道关于指数函数 y = ax 与对数函数 y = loga x 的相切与交点个数问题。常规解法往往先列切
线条件，再进行较长的代数消元；本文采用更自然的参数观点：先研究交点方程的零点个数，再把相切看成零
点个数变化的临界状态。核心换元是 u = − ln a，它把问题转化为函数 Φu(x) = lnx+ ue−ux 的零点结构分析。

1 问题背景
本讲义讨论下面题目的第 2、3 问。

题目 1. 若两个函数 y = f(x)与 y = g(x)在 x = x0 处有相同的切线，则称这两个函数相切，切点为 (x0, f(x0))。

(2) 若 0 < a < 1，指数函数 y = ax 与对数函数 y = loga x 相切，求实数 a 的值；

(3) 设第 (2) 问的结果为 a0，求证：当 0 < a < a0 时，指数函数 y = ax 与对数函数 y = loga x 的图象有三个
公共点。

这道题容易让人先从“相切”入手：列出函数值相等和导数相等两个方程，然后消元。这样当然可以做，但
计算过程偏技术化，而且第 3 问还要重新证明交点个数。
更顺的思路是先看第 3 问：图象有几个公共点，本质上是一个含参数方程有几个正根。第 2 问中的“相切”

正是交点个数发生变化时的临界情形。也就是说，第 2 问应当从第 3 问的边界中长出来。

2 统一换元：把交点问题变成零点问题
因为 0 < a < 1，令

u = − ln a > 0, a = e−u.

则
loga x =

lnx

ln a
= − lnx

u
.

两条曲线的交点满足
e−ux = − lnx

u
,

即
Φu(x) := lnx+ ue−ux = 0, x > 0.

于是，研究 y = ax 与 y = loga x 的公共点个数，等价于研究 Φu(x) = 0 在 (0,+∞) 上的零点个数。

注 1. 这个换元的作用有两点。第一，它把底数 a 的限制 0 < a < 1 变成了更干净的参数 u > 0。第二，它把指
数函数和对数函数的交点转化为一个单函数的零点问题，后面只需要做导数和单调性分析。
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3 核心技巧：先分析临界点
若要判断 Φu(x) 的零点个数，关键是先知道它的极值位置。求导得

Φ′
u(x) =

1

x
− u2e−ux.

令
s = ux,

则
Φ′

u(x) = 0 ⇐⇒ u2xe−ux = 1

⇐⇒ (ux)e−ux =
1

u

⇐⇒ se−s =
1

u
.

这一步是整道题的分界点。函数
q(s) = se−s (s > 0)

在 s = 1 处取得最大值 1/e。因此：

• 当 u < e 时，方程 se−s = 1/u 无解，Φu 没有临界点；

• 当 u = e 时，方程只有一个解 s = 1，这是临界边界；

• 当 u > e 时，方程有两个解 0 < s1 < 1 < s2，从而 Φu 有两个临界点

x1 =
s1
u
, x2 =

s2
u
.

接下来还要知道这两个临界点的函数值一正一负。这个判断如果直接代 x1, x2 会很乱，正确做法是继续用
s = ux。

假设 s = ux 且 se−s = 1/u。则
ue−s =

1

s
,

并且由 u = s−1es 得
lnu = s− ln s.

于是临界点处
Φu(x) = ln s

u
+ ue−s

= ln s− lnu+
1

s

= 2 ln s+
1

s
− s.

记
H(s) = 2 ln s+

1

s
− s.

则
H ′(s) =

2

s
− 1

s2
− 1 = − (s− 1)2

s2
≤ 0,

且 H(1) = 0。所以
s < 1 ⇒ H(s) > 0, s > 1 ⇒ H(s) < 0.

这说明：当 u > e 时，Φu 的第一个极值为正，第二个极值为负。
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4 第 2 问：相切是临界情形
若两条曲线相切，则对应的零点不是普通零点，而是一个重根。换成 Φu 的语言，就是存在 x0 > 0，使得

Φu(x0) = 0, Φ′
u(x0) = 0.

令 s = ux0。由 Φ′
u(x0) = 0 得

se−s =
1

u
.

由上一节的计算，临界点处的函数值为
Φu(x0) = H(s).

相切还要求 Φu(x0) = 0，所以
H(s) = 0.

但 H(s) 在 (0,+∞) 上单调不增，且唯一零点为 s = 1。因此

s = 1.

代回
se−s =

1

u

得到
1

e
=

1

u
,

即
u = e.

因为 u = − ln a，所以
− ln a = e,

从而
a = e−e.

此时切点也可以顺便求出：
x0 =

s

u
=

1

e
.

并且
ax0 = e−e·1/e =

1

e
, loga x0 =

ln(1/e)
−e

=
1

e
,

所以确实相切。

5 第 3 问：边界之后出现三个交点
由第 2 问可知

a0 = e−e.

当 0 < a < a0 时，写成 a = e−u，则
e−u < e−e,

所以
u > e.

此时方程
se−s =

1

u

有两个解
0 < s1 < 1 < s2,
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对应 Φu 的两个临界点
x1 =

s1
u
, x2 =

s2
u
.

由
Φ′

u(x) =
1

x

(
1− u(ux)e−ux

)
可知 Φu 的单调性为

增(0, x1), 减(x1, x2), 增(x2,+∞).

又因为
Φu(x1) = H(s1) > 0, Φu(x2) = H(s2) < 0,

并且
lim

x→0+
Φu(x) = −∞, lim

x→+∞
Φu(x) = +∞.

于是：

1. 在 (0, x1) 上，Φu(x) 从 −∞ 单调增到正数，所以有且只有一个零点；

2. 在 (x1, x2) 上，Φu(x) 从正数单调减到负数，所以有且只有一个零点；

3. 在 (x2,+∞) 上，Φu(x) 从负数单调增到 +∞，所以有且只有一个零点。

因此 Φu(x) = 0 在 (0,+∞) 上恰有三个零点。回到原问题，这说明当

0 < a < a0 = e−e

时，指数函数 y = ax 与对数函数 y = loga x 的图象有三个公共点。

6 方法小结
这道题的关键不是直接消元求切线，而是把相切放进交点个数的整体变化中看。

• 看到 0 < a < 1 的指数、对数同底问题，可以先令 u = − ln a，把底数参数变成正参数。

• 研究交点个数时，优先把方程化成单函数零点问题，再分析导数和极值。

• 相切通常对应零点的临界状态，也就是同时满足 F (x) = 0 与 F ′(x) = 0。

• 本题真正控制参数分界的是 se−s 的最大值 1/e，因此 u = e，也就是 a = e−e。

以后遇到“先求相切参数，再讨论参数变化后的交点个数”的题，可以先反过来想：先研究零点个数的参数
分界，再把相切作为边界情形读出来。
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