
2026 广东预赛
参考答案与评分标准

1 填空题（每小题 8 分，共 80 分）
1. 设

S = {a : a2 < 2026}, T = {a :关于x 的一元二次方程x2 − 4x+ a = 0 有整数根}.

则 S ∩ T 的元素个数为 .
答案：8.
解：显然 T 的元素都是整数，而 S 中的整数元素仅有 −45,−44, . . . , 45，故只需考虑这些数中有哪些满足 T 的
条件.

设 x2 − 4x+ a = 0 的一个整数根是 x0，则
a = 4x0 − x2

0 = 4− (2− x0)
2,

故 a 形如 4− d2，这里 d 是整数，不妨设 d 非负. 由 −45 ≤ 4− d2 ≤ 45 知 0 ≤ d ≤ 7，故共有 8 个 d，因此共
有 8 个 a.
2. 已知

log2 x = log3 y = log5
√
x2 + y2,

则 xy = .
答案：√

6.
解：设 log2 x = a，则 x = 2a, y = 3a,

√
x2 + y2 = 5a，故

22a + 32a = 52a,

因此 (
2

5

)2a

+

(
3

5

)2a

= 1.

由 f(t) =
(
2
5

)t
+
(
3
5

)t 关于 t 单调递减及 f(1) = 1 知 2a = 1. 故 x =
√
2, y =

√
3，因此 xy =

√
6.

3. 有 24 名小朋友排成一圈，现在要将小朋友们两两配对，一共配成 12 对，并要求任意两名配对的小朋友之间
恰好隔了 3 名小朋友，则共有 种配对的方法.
答案：16
解：将小朋友们顺次编号为 1, 2, . . . , 24，则配对的小朋友编号之差为 4（模 24 意义下），将编号按照除以 4 的
余数分组，每一组（例如，1, 5, 9, 13, 17, 21 号小朋友）只能在他们内部配对，共有 2 种配对方式

1− 5, 9− 13, 17− 21 或 1− 21, 5− 9, 13− 17,

故配对的方法共有 24 = 16 种.
4. 在平面直角坐标系中，点 A(−3, 0), B(3, 0)，动点 M 满足 |MA| · |MB| = 6，则 M 的纵坐标的最大值
为 .
答案：1.
解：设 M(x, y)，由条件得 (

(x− 3)2 + y2
)(
(x+ 3)2 + y2

)
= 36,

整理得
y4 + (2x2 + 18)y2 + (x4 − 18x2 + 45) = 0,

故
(x2 + y2)2 + 18(y2 − x2) + 45 = 0.

设 x2 + y2 = t，则
y2 − x2 = − t2 + 45

18
,

故
y2 =

−t2 + 18t− 45

36
= 1− (t− 9)2

36
≤ 1.

因此 y ≤ 1. 取等时 t = 9, x2 = 8，即 M(2
√
2, 1) 或 M(−2

√
2, 1).

5. 若存在 n+ 1 个实数 a0, a1, . . . , an 同时满足
(1) a0 = −2026a1;

(2) 对k = 1, 2, . . . , n− 1, 有 ak+1 =
a2k

2ak + ak−1
.



则正整数 n 的最大值是 .
答案：1013.
解：由（2）得

ak
ak+1

=
ak−1

ak
+ 2.

设 bk =
ak−1

ak
，则 {bk}是以 −2026为首项，2为公差的等差数列. 如果 n ≥ 1014，那么 b1014 = 0，故 a1013 = 0，

结合前面条件知
a1012 = a1011 = · · · = a0 = 0,

但 2a1 + a0 = 0 不能作分母，与条件矛盾. 另一方面，令

a0 = 1, a1 = − 1

2026
a0, a2 = − 1

2024
a1, . . . , a1013 = −1

2
a1012,

符合题目条件. 因此 n 的最大值是 1013.
6. 在矩形 ABCD 中，AB = 3, BC = 2. 将 ABCD 沿对角线 AC 折起后形成三棱锥 D − ABC. 当三棱锥
D −ABC 的体积最大时，直线 AC,BD 所成角的余弦值为 .
答案： 5

97

√
97.

解：三棱锥 D−ABC 的体积最大时，点 D 到面 ABC 的距离最大，故点 D 到面 ABC 的垂足在直线 AC 上，
即面 ADC 与面 ABC 垂直. 如下图建立空间直角坐标系，由勾股定理知 AC =

√
13，由射影定理得

BE = DF =
6

13

√
13, AF = CE =

4

13

√
13.

故 EF = 5
13

√
13. 因此

−−→
DB =

(
6

13

√
13,

5

13

√
13,− 6

13

√
13

)
.

设直线 AC,BD 所成角为 α，则
cosα =

|
−−→
DB ·

−→
AC|

|
−−→
DB| · |

−→
AC|

=
5

97

√
97.
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7. 设整数 1 = a1 < a2 < · · · < a7 = 100，则
6∑

i=1

[
ai+1

ai

]
的最小可能值为 .
注：[x] 表示不超过实数 x 的最大整数.
答案：9.
解：令

b1 =
a2
a1

, bi =

[
ai+1

ai

]
+ 1, i = 2, 3, 4, 5, 6,

这样
6∏

i=1

bi >

6∏
i=1

ai+1

ai
= 100.

如果 ∑6
i=1 bi ≤ 13，那么 b1, b2, . . . , b6 的乘积的最大值在它们彼此的差均不超过 1 时取到，即为

3× 2× 2× 2× 2× 2 = 96,



矛盾. 因此 ∑6
i=1 bi ≥ 14，故

6∑
i=1

[
ai+1

ai

]
=

6∑
i=1

bi − 5 ≥ 9.

另一方面，当
a1 = 1, a2 = 3, a3 = 8, a4 = 15, a5 = 29, a6 = 57, a7 = 100

时，
6∑

i=1

[
ai+1

ai

]
= 9,

故所求最小可能值为 9.
8. 四个互不相等的复数 z1, z2, z3, z4 的实部和虚部都是非负整数，且

|z1z2z3z4| =
√
2026,

则 |z1 + z2 + z3 + z4| = .
答案：√

1201.
解：显然 z1, z2, z3, z4 的模长的平方都是正整数. 由于 2026 = 2 × 1013 且 1013 是素数，结合最多有两个复数
的模为 1 知 z1, z2, z3, z4 中有两个模长为 1，剩余两个模长分别为 √

2 和 √
1013. 满足题目条件且模长为 1 的

复数仅有 1 和 i，模长为 √
2 的复数仅有 1 + i，模长为 √

1013 的复数仅有 22 + 23i 和 23 + 22i. 因此
z1 + z2 + z3 + z4 = 1 + i+ (1 + i) + (22 + 23i) = 24 + 25i

或
z1 + z2 + z3 + z4 = 1 + i+ (1 + i) + (23 + 22i) = 25 + 24i.

无论哪种情况，均有
|z1 + z2 + z3 + z4| =

√
1201.

9. 给定平面直角坐标系内三点
A

(
1

2
, 0

)
, B

(
2,

3

2

)
, C(2,−2).

过 A 作一条直线与圆 x2 + y2 = 1 交于两点 P,Q，则
|BP |
|CQ|

的取值范围是 .

答案：
[
1

2
,
3

2

]
.

解：令 O(0, 0), R(2, 0)，则
|OA| · |AR| = 1− |OA|2 = |AP | · |AQ|,

故 O,P,R,Q 共圆，结合 |OP | = |OQ| 知 ∠ORP = ∠ORQ. 因此 P 关于 x 轴的对称点 P ′ 在直线 RQ 上，故
|RP | · |RQ| = |RP ′| · |RQ| = |RO|2 − 1 = 3.

注意 B,R,C 在同一条平行于 y 轴的直线上，且按此顺序排列，故 ∠PRB = ∠QRC，结合
|RP | · |RQ| = 3 = |RB| · |RC|

知 △PRB ∼ △CRQ，因此
|BP |
|CQ|

=
|PR|
|CR|

=
|PR|
2

.

又 |PR| 的取值范围是 [1, 3]，所以 |BP |
|CQ|

的取值范围是
[
1

2
,
3

2

]
.

10. 设 H 是锐角三角形 ABC 的垂心，三角形 ABH,BCH,CAH 的面积分别为 2, 3, 4，则三角形 ABC 的外
接圆的面积为 .
答案：35

12

√
6π.

解：设 AH,BC 交于 D，则
tanC

tanB
=

BD

AD
· AD

CD
=

BD

CD
=

SABH

SACH
=

1

2
,



同理
tanC

tanA
=

SABH

SBCH
=

2

3
,

故可设 tanA = 3k, tanB = 4k, tanC = 2k. 由熟知恒等式
tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC

得 9k = 24k3，故 k =

√
6

4
. 因此

tanA =
3
√
6

4
, sinA =

√
27

35
.

同理可得
sinB =

√
6

7
, sinC =

√
3

5
.

设 ABC 的外接圆半径为 R，则

9 = SABC =
1

2
AB ·AC sinA = 2R2 sinA sinB sinC,

故
R2 =

35

12

√
6,

因此外接圆面积为
πR2 =

35

12

√
6π.

2 解答题（第 11，12 题每题 20 分，第 13，14 题每题 40 分，共 120 分）
11. 设

a0 = 1, an+1 = 2an − 1 +
√

3a2n − 6an + 4 (n ≥ 0),

求 {an} 的通项公式.
解答：将

an+1 = 2an − 1 +
√
3a2n − 6an + 4

移项，两边平方并整理得
a2n+1 − 4an+1an + a2n + 2an+1 + 2an − 3 = 0. ——（5 分）

同理有
a2n−1 − 4an−1an + a2n + 2an−1 + 2an − 3 = 0.

注意 an+1 > 2an − 1，由数学归纳法易知 an ≥ 1，所以 an+1 > an. 因此对 n ≥ 1，
an+1 > an−1,

故 an+1 与 an−1 是一元二次方程
x2 − (4an − 2)x+ (a2n + 2an − 3) = 0

的两个根，所以
an+1 + an−1 = 4an − 2. ——（10 分）

令 bn = an − 1，则
bn+1 + bn−1 = 4bn. ——（15 分）

在条件中代入 n = 0 得 a1 = 1 +
√
1 = 2，因此 b0 = 0, b1 = 1，由特征根法可得

bn =
(2 +

√
3)n − (2−

√
3)n

2
√
3

,

所以
an =

(2 +
√
3)n − (2−

√
3)n

2
√
3

+ 1. ——（20 分）

12. 设 ABCD 是一个凸四边形，延长 DC,AB 交于点 E. 已知

BE = AB, BD −AD = AC −BC =
1

2
AB, CD =

√
5AB.



求 tan∠AED.
解答：以 AB 中点 O 为原点，OE 方向为 x 轴正方向，1

4
AB 为单位长度建立平面直角坐标系，则

A(−2, 0), B(2, 0), E(6, 0),

且 BD −AD = AC −BC = 2，由双曲线的第二定义可知，C,D 两点均在双曲线

x2 − y2

3
= 1

上. ——（5 分）设直线 CD 的方程为 y = k(x− 6)，代入双曲线方程得
k2(x− 6)2 = 3(x2 − 1),

因此 C,D 两点的横坐标 x1, x2 是方程
(k2 − 3)x2 − 12k2x+ (36k2 + 3) = 0

的两个根. ——（10 分）
由此可得

|x1 − x2| =
2
√
105k2 + 9

|k2 − 3|
.

再由 CD =
√
5AB = 4

√
5 知

|x1 − x2| =
4
√
5√

k2 + 1
,

所以
2
√
105k2 + 9

|k2 − 3|
=

4
√
5√

k2 + 1
.

两边平方并去分母整理得
85k4 + 234k2 − 171 = 0. ——（15 分）

解关于 k2 的二次方程得到
k2 =

3

5
或 k2 = −57

17
(舍).

而当 k2 =
3

5
时，以 x1, x2 为根的一元二次方程的二次项系数与常数项符号相反，故 x1, x2 一正一负，符合题

意. 因此
tan∠AED = |k| =

√
15

5
. ——（20 分）

13.
（1）证明：对任意满足 0 < b− a ≤ 1 的实数 a, b，开区间 (a, b) 内分母最小的分数是唯一的（分母必须是正整
数，整数视为分母为 1 的分数）；
（2）设整数 m ≥ 2，实数 a, b 满足

1

m(m+ 1)
< a < b < 1− 1

m(m+ 1)
, b− a >

1

m+ 1
.

证明：开区间 (a, b) 内分母最小的分数的分母不超过 m.
解答：
（1）易知 (a, b) 内有分数，由最小数原理知存在分母最小的分数. 假设这样的分数不唯一，设

a <
u

m
<

v

m
< b,

这里 m 是正整数，u, v 是整数，且 u

m
,
v

m
都是最简分数. ——（10 分）由

1 ≥ b− a >
v

m
− u

m
≥ u+ 1

m
− u

m
=

1

m

知 m ≥ 2. 注意
u(m− 1), u(m− 1) + 1, . . . , (u+ 1)(m− 1)

是连续 m 个整数，其中必有 m 的倍数. 设
u(m− 1) + r = ms (r ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}),

则
u(m− 1) ≤ ms ≤ (u+ 1)(m− 1),



故
u

m
≤ s

m− 1
≤ u+ 1

m
.

这说明 (a, b) 内有以 m− 1 为分母的分数，与假设矛盾. 因此假设不成立，原题结论得证. ——（20 分）
（2）注意到

1

m(m+ 1)
<

1

m
<

1

m− 1
<

2

m
<

2

m− 1
< · · · < m− 2

m
<

m− 2

m− 1
<

m− 1

m
< 1− 1

m(m+ 1)

且
1

m
− 1

m(m+ 1)
=

(
1− 1

m(m+ 1)

)
− m− 1

m
=

1

m+ 1
,

k

m− 1
− k

m
=

k

m(m− 1)
≤ m− 2

m(m− 1)
<

1

m+ 1
(k = 1, 2, . . . ,m− 2),

k + 1

m
− k

m− 1
=

m− 1− k

m(m− 1)
≤ m− 2

m(m− 1)
<

1

m+ 1
(k = 1, 2, . . . ,m− 2).

因此开区间 (a, b) 内必然包含
1

m
,

1

m− 1
,
2

m
,

2

m− 1
, . . . ,

m− 2

m
,
m− 2

m− 1
,
m− 1

m

中的至少一个数，所以开区间 (a, b) 内分母最小的分数的分母不超过 m. ——（40 分）
14. 有 100 名乒乓球选手参加一次单打联赛，每两人最多打一场，每一场比赛都会分出胜负. 已知比赛结束后，
对任意四名两两比赛过的选手，都可以从中选出三名选手，使得这三名选手之间的比赛中，每人都恰胜了一场.
求比赛场数的最大可能值.
解：我们先证明，不存在 8 名选手两两比赛过.

事实上，如果有 8名选手两两比赛过，那么他们之间的比赛中，必有一人胜利的场数不少于失败的场数，设
这名选手为 A1，他至少胜了 4 场. 考虑 A1 的 4 个手下败将彼此之间的比赛，同理可知存在一名选手至少胜了
2 场，设其为 A2，并设 A2 的 2 个手下败将是 A3, A4. 这样 A1, A2, A3, A4 就不满足题目条件，矛盾. 因此不
存在 8 名选手两两比赛过. ——（10 分）

由于
100 = 14× 7 + 2 = 15× 2 + 14× 5,

所以当比赛场数多于
C2

100 −
(
2C2

15 + 5C2
14

)
= 4285

时，由 Turan 定理，必然存在 8 名选手两两比赛过，矛盾. 因此比赛场数不可能超过 4285. ——（20 分）
下面我们证明，存在 7名选手两两比赛的一种结果，使得他们满足题述条件. 设 7名选手为 A1, A2, . . . , A7，

假设结果为
Ai 胜Ai+1, Ai+2, Ai+4, 负Ai+3, Ai+5, Ai+6

（角标模 7 处理）. 从中任选 4 名选手，并假设其中任意 3 名选手之间的比赛都不是每人恰胜一场，也就是有一
人胜了另外两人. 考虑其中胜场最多的选手 X，如果 X 不是全胜，那么设 X 输给了 Y，由 Y 的总胜场数小
于等于 X 的总胜场数知存在另一名选手 Z 使得 X 胜 Z，Z 胜 Y，但 X,Y, Z 之间的比赛每人恰胜一场，矛
盾. 因此存在一名选手赢了剩下 3 名选手. 由对称性不妨设这名选手是 A1，那么剩余三人必为 A2, A3, A5，但
他们之间的比赛是每人各胜一场，矛盾. 因此存在 7 名选手两两比赛的一种结果，使得他们满足题述条件. ——
（30 分）

现在，将 100 名选手分成 7 组 M1,M2, . . . ,M7，其中 2 组有 15 人，其余 5 组有 14 人. 假设同组的选手
之间没有比赛，而 Mi 组里的每名选手都赢了

Mi+1,Mi+2,Mi+4

组里的所有选手，输给了
Mi+3,Mi+5,Mi+6

组里的所有选手（角标模 7 处理）. 这样任选 4 名两两比赛过的选手，他们必然属于 4 个不同的组，再由前面
的分析可知这样的比赛结果满足题述条件，而比赛场数恰为 4285. ——（40 分）

综上所述，比赛场数的最大值为 4285.


