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摘要

本文整理 2026 年全国中学生数学奥林匹克竞赛广东省赛区初赛加试的两道解答题. 第一题的核心是“区
间内最小分母分数”的唯一性，以及 Farey 分数间隙的长度估计. 第二题把乒乓球比赛翻译成有向图问题：题
设要求每个完全四人组不能形成传递锦标赛. 两题共同的思路是先找出隐藏的极小结构，再用间隙或 Turan 型
极值给出上界，并构造达到上界的例子.

1 题目
一
(1) 证明：对任意满足 0 < b − a ≤ 1 的实数 a, b，开区间 (a, b) 内分母最小的分数是唯一的（分母必须是正整
数，整数视为分母为 1 的分数）.

(2) 设整数 m ≥ 2，实数 a, b 满足
1

m(m+ 1)
< a < b < 1− 1

m(m+ 1)
, b− a >

1

m+ 1
.

证明：开区间 (a, b) 内分母最小的分数的分母不超过 m.

二
有 100 名乒乓球选手参加一次单打联赛，每两人最多打一场，每一场比赛都会分出胜负. 已知比赛结束后，

对任意四名两两比赛过的选手，都可以从中选出三名选手，使得这三名选手之间的比赛中，每人都恰胜了一场.
求比赛场数的最大可能值.

2 第一题分析
第一问的直觉是：如果一个长度不超过 1 的开区间里出现了两个“同样简单”的分数，那么这两个分数之

间还应当有更简单的分数. 真正需要证明的是下面这个小引理. 它避免直接调用连分数，也把“为什么最小分母
会唯一”说清楚.

引理 1 (两个同分母分数之间有更低分母). 设 n ≥ 2，整数 u < v，且 gcd(u, n) = gcd(v, n) = 1. 若 0 < v−u < n，
则开区间 (u

n
,
v

n

)
中存在一个分母小于 n 的分数.

证明. 记 d = v − u，于是 1 ≤ d < n.
若 d ≥ 2，取

q =
⌈n
d

⌉
.
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因为 d ≥ 2 且 d < n，所以 1 ≤ q < n. 区间 (qu
n
,
qv

n

)
的长度为 qd/n ≥ 1. 若长度大于 1，其中当然有整数 p. 若长度等于 1，则 d | n、q = n/d，而 gcd(u, n) = 1 推
出 d ∤ u，所以左端点 qu/n = u/d 不是整数；一个长度为 1 且端点非整数的开区间中仍含有整数. 因此总能取
到整数 p，使得

qu

n
< p <

qv

n
.

于是
u

n
<

p

q
<

v

n
,

且 q < n.
若 d = 1，即 v = u+ 1. 由于 gcd(v, n) = 1，存在整数 q，满足 1 ≤ q < n 且

qv ≡ 1 (mod n).

此时 q ̸= 1. 否则 v ≡ 1 (mod n)，从而 u ≡ 0 (mod n)，与 gcd(u, n) = 1 矛盾. 令

p =
qv − 1

n
,

则 p 是整数，并且
qu

n
=

q(v − 1)

n
= p+

1− q

n
< p <

qv

n
.

故 u/n < p/q < v/n，且 q < n.

第一问解答
由于任意开区间中都有有理数，所以 (a, b) 中一定存在分数. 取其中分母最小的分数，设最小分母为 n.
若 n = 1，则这些分数是整数. 两个不同整数的距离至少为 1，而开区间内任意两点的距离严格小于区间长

度 b− a ≤ 1，故不可能有两个分母为 1 的分数.
若 n ≥ 2，假设存在两个分母同为 n 的分数

u

n
<

v

n

都落在 (a, b) 中，并且都已经约成最简分数. 因为它们都在开区间内，
v − u

n
< b− a ≤ 1,

所以 0 < v − u < n. 由上面的引理，在 (u/n, v/n) 中存在一个分母小于 n 的分数. 它当然也在 (a, b) 中，这与
n 是最小分母矛盾.

因此 (a, b) 内分母最小的分数只能有一个.

第二问解答
这一问要证明的不是“某个具体分数在区间里”，而是“只要区间足够长并且不贴近 0, 1，就必定碰到分母

不超过 m 的分数”. 最合适的语言是 Farey 序列.
记 Fm 为 [0, 1] 中所有分母不超过 m 的最简分数按大小排列所得的序列. 我们使用如下标准性质：若

p

q
<

r

s

是 Fm 中相邻的两项，则
rq − ps = 1, q + s > m,

从而相邻两项之间的距离为
r

s
− p

q
=

1

qs
.
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假设 (a, b) 中没有分母不超过 m 的分数. 由于

0 < a < b < 1,

区间 (a, b) 必定完全落在 Fm 的某两个相邻项之间.
先看内部间隙. 若这两个相邻项的分母 q, s 都至少为 2，则

qs ≥ q + s > m,

所以 qs ≥ m+ 1，该间隙长度
1

qs
≤ 1

m+ 1
.

于是落在这个间隙里的任何开区间长度都不可能大于 1/(m+ 1).
剩下只可能是靠近 0 或 1 的边缘间隙. 左端第一个间隙是(

0,
1

m

)
,

但题设给出
a >

1

m(m+ 1)
.

因此 (a, b) 若完全落在左端间隙中，则

b− a <
1

m
− 1

m(m+ 1)
=

1

m+ 1
,

与题设矛盾. 右端间隙 (
m− 1

m
, 1

)
同理，由

b < 1− 1

m(m+ 1)

也推出可容纳的长度严格小于 1/(m+ 1).
故 (a, b) 中必定存在分母不超过 m 的分数. 于是其中分母最小的分数的分母也不超过 m.

3 第二题分析
把每名选手看成一个顶点，把一场比赛看成一条有方向的边，方向从胜者指向负者. 若四名选手两两比赛

过，它们构成一个有向完全图，也就是一个 4 人锦标赛.
三名选手之间“每人都恰胜一场”，等价于这三人形成一个有向三环. 因此题设等价于：

任意一个 4 人完全比赛组中，都必须含有有向三环.

而一个 4 人锦标赛若不含有向三环，就一定是传递的：可以把四人按强弱排成一列，前者战胜后者. 所以题
设也可以说成：不存在一个四人组，其六场比赛全部存在且方向形成传递锦标赛.

引理 2. 任意 8 个顶点的锦标赛中，都含有一个传递的 4 顶点子锦标赛.

证明. 任取一个顶点 x. 在其余 7 个顶点中，至少有 4 个都被 x 战胜，或至少有 4 个都战胜 x.
先设 x 战胜某个 4 点集合 S 中的所有顶点. 任意 4 点锦标赛中都含有一个传递三角形：取出度至少为 2 的

顶点 y，再取它战胜的两个顶点 z, w，由 z, w 之间的胜负关系可得 y, z, w 形成传递三角形. 于是 S 中有一个传
递三角形，加上顶点 x，就得到一个传递的 4 点锦标赛.

若有 4 个顶点都战胜 x，则同理先在这 4 个顶点中取传递三角形，再把 x 放在最后，也得到传递的 4 点锦
标赛.
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上界
设比赛总图的无向底图为 G. 如果 G 中含有一个 K8，也就是存在 8 名选手两两都比赛过，那么这 8 人的

比赛方向构成一个 8 点锦标赛. 由上面的引理，其中含有一个传递的 4 点子锦标赛.
这四名选手两两比赛过，但由于它们的方向是传递的，所以其中任意三人都不是有向三环，无法做到“三人

每人恰胜一场”. 这与题设矛盾.
因此 G 必须是不含 K8 的图. 由 Turan 定理，100 个顶点的不含 K8 的简单图边数至多为完全 7 部图的边

数. 把 100 尽量平均分成 7 份：
100 = 15 + 15 + 14 + 14 + 14 + 14 + 14.

于是边数上界为 (
100

2

)
− 2

(
15

2

)
− 5

(
14

2

)
= 4950− 2 · 105− 5 · 91

= 4285.

构造
下面说明 4285 场可以达到.
把 100 名选手分成 7 组，其中两组各 15 人，另外五组各 14 人. 同组之间不比赛，异组之间全部比赛. 这

样比赛场数正好是完全 7 部图的边数，即 4285 场.
现在只需安排胜负方向. 把七个组标号为 Z7 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. 若

j − i (mod 7) ∈ {1, 2, 4},

则规定第 i 组的所有选手战胜第 j 组的所有选手；否则反向.
这个 7 组之间的方向是一个没有传递四元组的锦标赛. 理由如下：每个组恰好战胜三个组. 例如第 0 组战

胜 1, 2, 4 组，而在 1, 2, 4 三组之间有

1 → 2, 2 → 4, 4 → 1,

形成有向三环. 由模 7 平移，对每个组都成立. 因此若四个组形成传递锦标赛，其最强的那个组应战胜另外三个
组，但这三个被它战胜的组本身形成有向三环，不可能是传递三角形，矛盾.
在这个构造中，任意四名两两比赛过的选手必来自四个不同组. 对应的四个组不可能传递，所以其中必有一

个有向三环. 取这个有向三环对应的三名选手，它们之间每人恰胜一场.
因此比赛场数的最大可能值为

4285.

4 方法小结
第一题的核心是“最小分母”与“相邻间隙”的关系：如果两个同分母最简分数靠得不够远，它们之间就会

出现更低分母的分数；而 Farey 序列把所有低分母分数造成的间隙精确列出.
第二题的核心是先把文字条件翻译成有向图语言. 条件排除了传递的 K4，而 8 点锦标赛必含传递 K4，所

以无向底图必须无 K8. 上界来自 Turan 定理，构造来自没有传递四元组的 7 点锦标赛.
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